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开裂简支梁动力特性的两种解析方法对比研究

桂水荣，谭铭军，桂智升，曾宏伟

（华东交通大学土木建筑学院，江西 南昌 330013）

摘要：【目的目的】为开展桥梁结构损伤识别和状态评估等工作，进行了开裂简支梁动力特性两种解析方法的对比研究。【方法方法】根

据传递矩阵法和分段振型函数法基本思想，采用无质量扭转弹簧模拟裂缝引起的局部柔度，分别借助递推方法和Heaviside

函数，推导了带任意数量裂缝简支梁动力特性的两种求解方法，并与ANSYS有限元结果对比分析。【结果结果】无论是单裂缝、双

裂缝还是三裂缝梁，两种方法计算结果与有限元结果吻合较好，均具有较高的计算精度；与传递矩阵法相比，分段振型函数法

在计算多裂缝梁固有频率时具有更高的计算效率，尤其是对于高阶频率，三裂缝下最大计算时间差值为16.51 s；裂缝数量增

加，传递矩阵法固有频率计算时间分别增大到2.85倍，13.30倍，分段振型函数法分别增大到1.10倍，5.43倍，传递矩阵法计算

时间显著增加且呈指数增长趋势；裂缝深度的变化对计算效率的影响较小。【结论结论】探讨裂缝深度及数量对两种方法计算效率

的影响，对于提升桥梁结构损伤识别的效率和准确性具有显著的实际意义。
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Abstract:【Objective】To carry out research on damage identification and state assessment of bridge structures,

this paper makes a comparative study on two analytical methods for dynamic characteristics of cracked simply

supported beams. [Method] Based on the basic ideas of transfer matrix method and segmented mode function

method, a massless torsion spring was used to simulate the local flexibility caused by cracks. Two solving meth-

ods for the dynamic characteristics of simply supported beams with arbitrary numbers of cracks were derived us-

ing recursive method and Heaviside function, and compared and analyzed with the finite element results of AN-

SYS.【Result】For single-crack, double-crack, and triple-crack beams, both methods yielded results that are well

matched with the finite element results, demonstrating high computational accuracy. Compared to the transfer

matrix method, the segmented mode shape function method exhibits higher computational efficiency in calculat-

ing the natural frequencies of beams with multiple cracks, especially for higher-order frequencies. The maximum

difference in computation time under triple cracking is 16.51 seconds. As the number of cracks increaseds, the
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computation time for natural frequencies using the transfer matrix method increases to 2.85 times and 13.30

times, while for the segmented mode shape function method is increasing to 1.10 times and 5.43 times. The com-

putation time using the transfer matrix method significantly increases and shows an exponential growth trend.

The variation in crack depth has a minor impact on computational efficiency.【Conclusion】Exploring the impact

of crack depth and quantity on the computational efficiency of two methods has significant practical significance

for improving the efficiency and accuracy of bridge structural damage identification.

Key words: transfer matrix method; segmented mode function method; simply supported beam; cracks; analyti-

cal method
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【研究意义研究意义】随着桥梁使用年限的不断增加，桥

梁结构不可避免地会遭受一定程度的损伤。裂缝

作为桥梁结构损伤的主要表现形式之一，严重影响

结构的正常性能和使用寿命[1]。因此，研究裂缝梁

的动力特性具有重要的工程意义。

【研究进展研究进展】目前，在带裂缝梁式桥的研究领域

内，现有文献多将裂缝梁划分为若干个子梁，这些

子梁段由裂缝所分隔，裂缝通常采用无质量扭转弹

簧模拟，其扭转弹簧刚度取决于裂缝深度[2-3]。Osta-

chowicz等[4]提出了一种双裂缝梁固有频率求解方

法，在此方法中，每个子梁段都包含 4个未知量，导

致具有n条裂缝的梁式结构的特征方程成为 4(n + 1)
阶行列式。然而，当裂缝数量较多时，采用这种方

法求解通常较为困难。为了降低求解难度，众多学

者致力于减少特征方程行列式的阶次[5]，其中，Li[6]

采用无质量扭转弹簧模拟裂缝引起刚度损失，提出

了一种具有任意数量裂缝和集中质量的变截面梁

的自由振动解析方法（以下简称为分段振型函数

法），该方法显著优点在于对任意边界条件下的此

类梁式结构，均可通过二阶行列式求得其特征方

程。在此基础上，Aydin[7]提出了一种分析方法，用

于确定具有任意数量裂缝的轴向力Timoshenko梁

的振动频率和振型函数，并考虑了 4种不同边界条

件。董磊[8]进行了基于动力特性的裂缝损伤识别研

究，形成了基于自振频率和低阶动力参数的裂缝位

置和深度识别算法。Tan等[9]针对弹簧-质量系统下

的连续梁，研究了裂缝参数和弹簧质量系统参数对

梁固有频率的影响，并提出了一种损伤识别方法。

此外，传递矩阵法也是一种有效的裂缝梁自由振动

分析工具，这种方法是由Pestel等[10]首次提出的，通

过裂缝位置处两端子梁段的相容条件建立振型函

数待定系数间的协调关系，进而求解整个梁段的待

定系数。Lin 等[11]基于传递矩阵方法，提出了一种

带任意裂缝数量的梁式结构动力特性计算方法，始

终只需4个待定系数，极大地提高了计算效率。At-

tar[12]同样利用传递矩阵法，分析了具有任意数量裂

缝的阶梯梁的自振频率和振型，其方法适用于多种

边界条件。马一江等[13]基于传递矩阵方法，提出了

一种求解含多条裂纹变截面简支梁固有频率的新

方法，该方法降低了裂缝梁特征方程的行列式阶

数，提高了动力特性的计算效率。尽管国内外学者

广泛运用这两种方法对带裂缝梁结构进行了深入

研究[14]，但目前还未有学者对这两种解析方法在裂

缝梁动力特性计算效率方面进行过比较研究。

【创新特色创新特色】本文基于Euler-Bernoulli梁基本理

论，采用无质量扭转弹簧模拟裂缝，分别借助递推

方法和Heaviside函数，使用传递矩阵法和分段振型

函数法推导带裂缝简支梁的频率方程，求解带裂缝

结构的固有频率。【关键问题关键问题】研究多种裂缝特征下

两种解析方法求解各阶固有频率计算时间，探讨裂

缝深度及数量对两种方法计算效率的影响，对于提

升桥梁结构损伤识别的效率和准确性具有显著的

实际意义。

1 开裂梁局部柔度模型

图1为具有n条裂缝的Euler-Bernoulli简支梁，

梁长为 L ，宽为 b ，高为 h ，其中 li 为被裂缝分割开

的各区段长度，xi 为第 i 条裂缝的坐标，ai 为第 i 条

20
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裂缝的深度。

根据Dimarogonas等[2]提出的裂缝局部柔度模

型，单侧开口裂缝局部柔度 θi 可以表示为

θi = 5.346hf (ξi) （1）

式中：ξi = ai /h 为第 i 条裂缝的相对裂缝深度；f (ξi)
为第 i 条裂缝的局部柔度函数，由应变能密度函数

求得

f (ξi) = 1.862 4ξ 2

i
- 3.95ξ 3

i
+ 16.375ξ 4

i
- 37.226ξ 5

i
+

76.81ξ 6

i
- 126.9ξ 7

i
+ 172ξ 8

i
- 143.97ξ 9

i
- 66.56ξ 10

i

（2）

2 开裂简支梁动力特性求解原理

等截面Euler-Bernoulli梁自由振动方程为

EI
∂4 y(x, t)
∂x4 + m

∂2 y(x, t)
∂t2 = 0 （3）

式中：E 为材料弹性模量；I 为横截面抗弯惯性矩；

m 为单位长度的质量；y(x, t) 为 t 时刻 x 处的竖向

位移。

假设梁在平衡位置附近做简谐振动，则有

y(x, t) = φ(x)e
jωt

（4）

式中：φ(x) 为梁的振型函数；ω为梁的角频率。

将式（4）代入式（3）中，则梁段振型函数可表

示为

φi(x) = Ai sin βx + Bi cos βx + Ci sinhβx +

Di coshβx
（5）

式中：β4 =ω2m/(EI)，Ai，Bi，Ci，Di 均为待定系数。

2.1 传递矩阵法

根据梁体在第 i 条裂缝处满足位移、弯矩和剪

力平衡条件，可得

ì

í

î

ïï
ïï

φi(xi) = φi + 1(0)
φ ''

i
(xi) = φ ''

i + 1
(0)

φ '''

i
(xi) = φ '''

i + 1
(0)

（6）

采用无质量扭转弹簧来模拟裂缝，梁体裂缝处

的转角应满足以下关系[11]

φ′i(xi) + θiφ″i (xi) = φ′i + 1(0) （7）

由式（5），式（6），式（7），可得

Ui + 1 = TiUi （8）

式中：Ui ={Ai,Bi,Ci,Di}
T ；Ti 为梁段第 i 小段与第

i + 1小段之间的待定系数传递矩阵，

Ti =

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
t11 t12 t13 t14

t21 t22 t23 t24

t31 t32 t33 t34

t41 t42 t43 t44

，

t11 = cos βli - 1
2
θi β sin βli，

t12 = -sin βli - 1
2
θi β cos βli，

t13 = 1
2
θi β sinhβli，t14 = 1

2
θi β coshβli；

t21 = sin βli，t22 = cos βli，t23 = 0，t24 = 0；

t31 = - 1
2
θi β sin βli，t32 = - 1

2
θi β cos βli，

t33 = coshβli + 1
2
θi β sinhβli，

t34 = sinhβli + 1
2
θi β coshβli；

t41 = 0，t42 = 0，t43 = sinhβli，t44 = coshβli 。

采用递推方法，建立简支梁第 1 小段与最后 1

小段的待定系数传递关系

Un + 1 = TnTn - 1⋯T1U1 = FnU1 （9）

式中：传递矩阵 Fn 可以写成

Fn =

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
f11 f12 f13 f14

f21 f22 f23 f24

f31 f32 f33 f34

f41 f42 f43 f44

（10）

根据材料力学弯矩-曲率关系，推导出如下关

系式

Mi = EI
d2φi

dx2
i

，Qi = EI
d3φi

dx3
i

（11）

由简支梁左端的边界条件 φ1(0) = 0,M1(0) = 0 ，

可得

{ B1 + D1 = 0
-B1 + D1 = 0

（12）

即 B1 = D1 = 0 。

则式（9）可简化为

ì

í

î

ïï
ïï

An + 1 = f11A1 + f13C1

Bn + 1 = f21A1 + f23C1

Cn + 1 = f31A1 + f33C1

Dn + 1 = f41A1 + f43C1

（13）

图1 n条裂缝简支梁
Fig. 1 n-crack simply supported beam
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由简支梁右端的边界条件 φn + 1(ln + 1) = 0,Mn + 1

(ln + 1) = 0，可得

ì

í

î

ïï
ïï

An + 1 sin βln + 1 + Bn + 1 cos βln + 1 +
Cn + 1 sinhβln + 1 + Dn + 1 coshβln + 1 = 0

-An + 1 sin βln + 1 -Bn + 1 cos βln + 1 +
Cn + 1 sinhβln + 1 + Dn + 1 coshβln + 1 = 0

（14）

将式（13）代入式（14）中，可得

H1
æ
è
ç

ö
ø
÷

A1

C1

= 0 （15）

式中：A1，C1 不全为零，H1 = é
ë
ê

ù
û
ú

r11 r12

r21 r22

，

r11 = f11 sin βln + 1 + f21 cos βln + 1 + f31 sinhβln + 1 +

f41 coshβln + 1 ，

r12 = f13 sin βln + 1 + f23 cos βln + 1 + f33 sinhβln + 1 +

f43 coshβln + 1 ，

r21 = -f11 sin βln + 1 - f21 cos βln + 1 + f31 sinhβln + 1 +

f41 coshβln + 1 ，

r22 = -f13 sin βln + 1 - f23 cos βln + 1 + f33 sinhβln + 1 +

f43 coshβln + 1 。

可得该裂缝梁的频率方程为

||H1 = 0 （16）

2.2 分段振型函数法

可将梁段振型函数式（5）改写成

φ(x) =∑
i = 1

4

AiSi(x) （17）

式中：S1(x) = sinhβx，S2(x) = coshβx ，S3(x) = sin βx，

S4(x) = cos βx 。

引进一组函数 S̄i(x), i = 1,2,3,4 ，使得这组函数

满足以下关系

é

ë

ê

ê

êêê
ê

ù

û

ú

ú

úúú
ú

S̄1(0) S̄′1(0) S̄ ″1(0) S̄‴1(0)
S̄2(0) S̄′2(0) S̄ ″2(0) S̄‴2(0)
S̄3(0) S̄′3(0) S̄ ″3(0) S̄‴3(0)
S̄4(0) S̄′4(0) S̄ ″4(0) S̄‴3(0)

=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

（18）

由式（17），式（18）可构造 S̄i(x)

ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï

S̄1(x)
S̄2(x)
S̄3(x)
S̄4(x)

=

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
S1(0) S′1(0) S ″1(0) S‴1(0)
S2(0) S′2(0) S ″2(0) S‴2(0)
S3(0) S′3(0) S ″3(0) S‴3(0)
S4(0) S′4(0) S ″4(0) S‴4(0)

-1

ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï

S1(x)
S2(x)
S3(x)
S4(x)

（19）

将式（17）代入式（18）中，可得[12]

ì

í

î

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï
ïïï

ï

S̄1(x) = 1
2

(coshβx + cos βx)

S̄2(x) = 1
2β

(sinhβx + sin βx)

S̄3(x) = 1
2β2 (coshβx - cos βx)

S̄4(x) = 1
2β3 (sinhβx - sin βx)

（20）

采用 φ1(0)，φ′1(0)，M1(0) 和 Q1(0) 分别表示 l1 梁

段左端的竖向位移、转角、弯矩和剪力，可得

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

φ1(0) = A1S1(0) + B1S2(0) + C1S3(0) + D1S4(0)
φ′1(0) = A1S′1(0) + B1S′2(0) + C1S′3(0) + D1S′4(0)
M1(0) = -EI(0)

( )A1S ″1(0) + B1S ″2(0) + C1S ″3(0) + D1S ″4(0)
Q1(0) = -EI(0)

( )A1S‴1(0) + B1S‴2(0) + C1S‴3(0) + D1S‴4(0)

（21）

将式（21），式（19）代入式（17），可得

φ1(x) = φ1(0)S̄1(x) + φ′1(0)S̄2(x)-
M1(0)

EI
S̄3(x)- Q1(0)

EI
S̄4(x)，x ∈[0,x1)

（22）

由简支梁左端的边界条件可得

{φ1(0) = 0
M1(0) = 0

（23）

则可得 l1 梁段的振型函数为

φ1(x) = φ′1(0)S̄2(x)- Q1(0)
EI(0)

S̄4(x)，x ∈[0,x1) （24）

采用无质量扭转弹簧来模拟裂缝，由式（6），式

（7），式（24）可得

φi + 1(x) = φi(x) + θiφ″i (x)S̄2(x - xi)H(x - xi)，

x ∈ [xi,xi + 1)
（25）

式中：H(x) 为Heaviside函数，H(x) = ∫-∞x δ(t)dt ，具体

取值如下

H(x) =
ì
í
î

ï

ï

1, x > 0
1/2, x = 0
0, x < 0

（26）

依据式（25），可得 ln + 1 梁段的振型函数为

φn + 1(x) = φn(x) +∑
i = 1

n

θiφ″i (x)S̄2(x - xi)H(x - xi)

（27）

对式（27）进行分析可知，该式可表示为

φn + 1(x) = S̄2n(x)φ′1(0)- S̄4n(x)
Q1(0)

EI

（28）
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式中[8]：

S̄2n(x) = S̄2(x) +∑
i = 1

n

θi S̄ ″2(x)S̄2(x - xi) +

∑
j = r

n ∑
s = r - 1

n - 1 ⋯∑
t = 2

n - r + 2∑
p = 1

n - r + 1

θ jθs⋯θtθp S̄ ″2(xp)

S̄ ″2(xj - xs)⋯S̄ ″2(xt - xp)S̄2(x - xj)，

S̄4n(x) = S̄4(x) +∑
i = 1

n

θi S̄ ″4(x)S̄2(x - xi) +

∑
j = r

n ∑
s = r - 1

n - 1 ⋯∑
t = 2

n - r + 2∑
p = 1

n - r + 1

θ jθs⋯θtθp S̄ ″4(xp)

S̄ ″2(xj - xs)⋯S̄ ″2(xt - xp)S̄2(x - xj)，

j > s >⋯ > t > p， 2≤ r≤ n 。

由简支梁右端边界条件可得

{φn + 1(L) = 0
φ″n + 1(L) = 0

（29）

联立式（28），式（29），可得

ì

í

î

ïï
ïï

φ′(0)S̄2n(L)- Q1(0)
EI

S̄4n(L) = 0

φ′(0)S̄ ″2n(L)- Q(0)
EI

S̄ ″4n(L) = 0
（30）

式中：φ′(0)，
Q1(0)

EI
不全为零，则可得到该裂缝梁的频

率方程为

||H2 =
|

|
||

|

|
||

S̄2n(L) -S̄4n(L)
S̄ ″2n(L) -S̄ ″4n(L)

= 0 （31）

2.3 模态求解算法

由2.1节和2.2节推导的裂缝简支梁频率方程，

采用半区间迭代法可求得裂缝简支梁的任意阶固

有频率，对应固有振型分别回代入式（5）和式（28）

中求得，计算流程如下：

1）假定一个固有频率初值 Ω 0 ，求得行列式

||H 的值，记 D0 =H || (Ω 0) ；

2）引 入 一 个 频 率 增 量 ΔΩ（例 如 ΔΩ =
0.5 rad /s），令 Ω 1 =Ω 0 + ΔΩ ，计算 D1 = ||H(Ω 1) 。若

D0 和 D1 异号，则认为 [ ]Ω 0，Ω 1 为第 1阶角频率区

间；若 D0 和 D1 同号，则更新 Ω 0 =Ω 1 ，重复上述步

骤直至 D0 和 D1 异号，这样可确定第 1阶角频率区

间为 [ ]Ω 0，Ω 1 ；

3）把 Ω 1 作为第 2阶角频率区间的下限值，采

用步骤 2）中的方法确定第 2 阶角频率区间为

[ ]Ω 1，Ω 2 。重复上述方法，即可得到第 i 阶角频率

区间 [ ]Ω i - 1，Ω i ；

4）令 Ω i/2 =(Ω i - 1 +Ω i)/2 ，分 别 计 算 Di - 1 =

||H(Ω i - 1)，Di 2 = ||H(Ω i/2)，Di = ||H(Ω i) ，若Di - 1 和 Di 2

同号，则令 Ω i - 1 =Ω i/2 ；若 Di - 1 和 Di 2 异号，则令

Ω i/2 =Ω i ，得到一个新的区间 [ ]Ω i - 1，Ω i 2 ；

5）重复步骤 4）直至角频率区间差值足够小，

并且角频率区间中值代入矩阵 H ，使得其行列式接

近0（ ||H < 10-15），则认为角频率区间中值为第 i 阶

角频率。

3 算例分析

采用ANSYS有限元软件验证以上两种求解裂

缝简支梁模态求解方法的正确性。本文以参考文

献[15]中等截面带裂缝简支梁为研究对象（图2），简

支梁跨径 L = 0.36 m ，截面高 h = 0.02 m ，宽 w =

0.02 m ；材料参数为 E = 210.4 GPa ，ρ = 7 820 kg/m3，

μ = 0.3。采用ANSYS有限元软件六面体Solid 186

单元建立带裂缝简支梁有限元模型，考虑裂缝开口

深度，各有限元模型裂缝宽度均取0.5 mm。

3.1 计算精度比较

采用传递矩阵法和分段振型函数计算单裂缝、

双裂缝、三裂缝下简支梁 1 阶固有频率，并与文献

[15]计算结果对比，如表1，表2和表3所示。从表中

可以看出，对于所有裂缝工况，除裂缝深度达15 mm

外，上述两种方法与有限元方法之间的一阶固有频

率误差均小于3%；裂缝深度达15 mm，主梁损伤达

到 75%时，3种裂缝梁一阶频率误差均在 3%~6%。

简支梁裂缝损伤深度小于50%时，两种求解简支梁

动力特性方法具有较高的准确性和可靠性；裂缝深

度达 75%，此时损伤过大，本文采用的裂缝局部柔

度模型经验公式与有限元分析结果差异增大，需进

一步优化裂缝模型来评估结构的性能。对比表 1~

表3分析发现，对于所有裂缝工况，传递矩阵法与分

段振型函数法相比，所有结果吻合，两种解析方法

适用于求解带裂缝简支梁动力特性。

图2 等截面裂缝简支梁（xi为裂缝位置）
Fig. 2 Constant section cracked simply supported beam

（xi is crack location）
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3.2 计算效率比较

图 2所示为带裂缝简支梁为研究对象，研究不

同裂缝位置、深度和数量等参数，采用传递矩阵法

和分段函数法计算简支梁各阶固有频率，分别记录

两种方法求解前 n阶固有频率的计算时间（取 3次

平均值），计算结果如图3~图5所示。

3.2.1 单裂缝比较

由图 3可知，传递矩阵法和分段振型函数法对

带裂缝简支梁固有频率的计算时间不同。单裂缝

下，两种方法计算频率时间 t 均随着频率阶数的增

加而增加，且呈指数增长趋势，计算前 15阶频率时

间均小于 2.60 s；传递矩阵法计算时间略小于分

段振型函数法计算时间，且随着频率阶数的升

高，两种方法的计算时间差逐渐减小，时间差值

（传递矩阵法计算时间减去分段振型函数法计算

时间）由-0.28 s变化至-0.25 s，时间差较小。裂缝

深度增加导致曲线不平滑，但对计算时间影响不明

显。结果表明，两种方法在计算单裂缝简支梁固有

频率均具有良好的计算效率，传递矩阵法计算效率

略高于分段振型函数法，说明传递矩阵法在计算上

表1 单裂缝简支梁的1阶固有频率比较

Tab.1 Comparison of the first natural frequency of
single-crack simply supported beam

Crack
location
xi/mm

100

200

300

Crack
depth
/mm

5

10

15

5

10

15

5

10

15

Frequency/Hz

Transfer
matrix

method①

357.06

334.69

258.95

353.38

319.91

228.34

360.42

350.07

304.73

Segmented
mode

function
method②
357.06

334.69

258.95

353.38

319.91

228.34

360.42

350.07

304.73

FEA
③

354.89

330.94

250.97

350.95

314.47

219.54

358.43

346.82

300.09

Error 1
/%

0.61

1.13

3.18

0.69

1.73

4.01

0.56

0.94

1.55

Error 2
/%

0.61

1.13

3.18

0.69

1.73

4.01

0.56

0.94

1.55

Note: Error 1=（①-③）/③, Error 2=（②-③）/③, the same be-
low.

表2 双裂缝简支梁的1阶固有频率比较

Tab.2 Comparison of the first natural frequency of
double-crack simply supported beam

Crack
location
xi/mm

100，300

Crack
depth
/mm

5

10

15

Frequency/Hz

Transfer
matrix
method

①
347.94

300.39

195.91

Segmented
mode

function
method②
347.94

300.39

195.91

FEA③

345.28

293.66

185.30

Error 1
/%

0.77

2.29

5.73

Error 2
/%

0.77

2.29

5.73

表3 三裂缝简支梁的1阶固有频率比较

Tab.3 Comparison of the first natural frequency of three-

crack simply supported beam

Crack
location xi/mm

100，200，300

Crack
depth
/mm

5

10

15

Frequency/Hz

Transfer
matrix
method

①
345.70

293.17

185.93

Segmented
mode

function
method②
345.70

293.17

185.93

FEA
③

342.85

287.17

180.36

Error 1
/%

0.83

2.09

3.09

Error 2
/%

0.83

2.09

3.09

图3 单裂缝简支梁前15阶固有频率计算时间对比（x1=100 mm）
Fig. 3 Comparison of calculation time for the first 15 natural frequency of a single-crack

simply supported beam（x1=100 mm）
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具有一定的优势。然而，随着计算频率阶数的升

高，这种优势逐渐减少。

3.2.2 双裂缝比较

采用分段振型函数法和传递矩阵法计算双裂

缝简支梁前15阶频率，两种方法计算时间如图4所

示。从图4中可知，计算双裂缝简支梁前4阶频率，

传递矩阵法计算时间略低于分段振型函数法；计算

频率大于 4阶后，传递矩阵法计算时间高于分段振

型函数法，且两种方法计算时间差呈逐渐增大趋

势，计算差值由-0.32 s增大至3.61 s。结果表明，分

段振型函数法在求解双裂缝简支梁低阶固有频率

时，计算效率略低于传递矩阵法，但随着计算频率

阶数增加，特别是需计算高阶频率时，分段振型函

数法计算效率远大于传递矩阵法。

两种方法的计算时间曲线出现交点，这主要

是由于在求解带裂缝梁固有频率时，计算时间 t 包

括两部分（表 4）：① 计算裂缝梁的频率方程 ||H = 0
的时间 t1 ；② 采用半区间迭代法求解频率方程的

时间 t2 。由表 4 可知，计算频率方程只需计算一

次，计算时间 t1 不随频率阶数增加而增加，且传递

矩阵法计算裂缝梁频率方程的时间 t1 小于分段振

型函数法，时间差值为-0.339 s；而求解频率方程

需要反复迭代计算行列式 ||H ，计算时间 t2 随频率

阶数增加而增加，传递矩阵法求解频率方程的时

间 t2 大于分段振型函数法，且时间差呈逐渐增大

趋势，时间差由 0.015 s 增大至 4.017 s。故两种方

法的计算时间曲线出现交点，在交点之前，传递矩

阵法计算时间更小，在交点之后，分段振型函数法

计算时间更小。

对 t2 进一步分析，在求解裂缝梁频率方程时，

两种方法均采用半区间迭代法进行求解，而传递矩

阵法计算时间 t2 远大于分段振型函数法，且时间差

呈逐渐增大趋势。这是由于采用半区间迭代法求

解时，反复迭代计算行列式 ||H ，而计算式复杂度是

影响行列式计算时间的重要因素。传递矩阵法在

求解多裂缝梁固有频率时，式（9）使用矩阵乘法，矩

图4 双裂缝简支梁前15阶固有频率计算时间对比（x1=100 mm，x2=200 mm）
Fig. 4 Comparison of calculation time for the first 15 natural frequency of double-crack simply supported beam

（x1=100 mm, x2=200 mm）

表4 双裂缝简支梁固有频率计算时间比较

Tab.4 Comparison of calculation time for natural
frequency of double-crack simply supported beam s

Frequency
order

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

Transfer matrix
method

t1

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

1.175

t2

0.024

0.082

0.197

0.363

0.562

0.811

1.144

1.456

1.868

2.282

2.861

3.326

3.911

4.639

5.282

t = t1 + t2

1.199

1.258

1.372

1.538

1.737

1.986

2.319

2.631

3.043

3.457

4.036

4.501

5.086

5.815

6.457

Segmented mode
function method

t1

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

1.514

t2

0.009

0.023

0.051

0.090

0.136

0.193

0.273

0.345

0.446

0.551

0.690

0.803

0.939

1.105

1.265

t = t1 + t2

1.524

1.537

1.565

1.604

1.650

1.708

1.787

1.860

1.961

2.066

2.205

2.318

2.453

2.619

2.779
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阵乘法是计算量较大的运算，在求解时会使计算式

数量增大；且2.1节推导过程中均使用符号矩阵，计

算多裂缝时，多次使用矩阵乘法，使得传递矩阵 Fn

中 fij 计算式数量迅速增大，导致推导出的频率方程

||H = 0 计算式数量增大。因而传递矩阵法求解频

率方程的时间 t2 远大于分段振型函数法。

3.2.3 三裂缝比较

采用分段振型函数法和传递矩阵法计算三裂缝

简支梁前 15 阶频率，两种方法计算时间如图 5 所

示。从图5中可知，当简支梁出现三裂缝时，计算前

2阶频率，传递矩阵法的计算时间略低于分段振型函

数法，计算频率大于2阶之后，传递矩阵法计算时间

高于分段振型函数法，且两种方法的计算时间差呈

逐渐增大趋势，计算差值由-0.35 s增大至 16.51 s。

与3.2.2节结果一致，分段振型函数法在求解三裂缝

简支梁低阶固有频率时的计算效率略低于传递矩

阵法，但随着计算频率阶数的增加，特别计算高阶

频率时，分段振型函数法的计算效率远大于传递矩

阵法。并且计算时间曲线交点的前移，也进一步验

证了3.2.2节分析的正确。

从图 3~图 5中可知，传递矩阵法在单裂缝、双

裂缝、三裂缝下求解前15阶频率的最大计算时间分

别为 2.27，6.46，30.20 s，后二者时间分别增大到单

裂缝的 2.85 倍，13.30 倍。分段振型函数法在单裂

缝、双裂缝、三裂缝下求解前 15阶频率的最大计算

时间分别为2.52，2.78，13.69 s，后二者时间分别增大

到单裂缝的1.10倍，5.43倍。结果表明，随着裂缝数

量的增加，求解固有频率的计算时间显著增加，传递

矩阵法计算时间增长速度远大于分段函数法。

4 结论

1）基于开裂梁局部柔度模型，采用无质量扭转

弹簧模拟裂缝，推导了带任意数量开口裂缝的简支

梁动力特性两种解析求解方法，并与文献结果对

比，验证了传递矩阵法和分段振型函数法求解带裂

缝梁桥动力特性的可靠性。

2）求解单裂缝简支梁固有频率，计算时间均小

于0.26 s，时间差值由-0.28 s增大至-0.25 s，两种方

法均具有良好的计算效率，传递矩阵法计算效率

略高于分段振型函数法，且差值绝对值逐渐减小；

求解多裂缝简支梁固有频率，双裂缝下时间差值由

-0.32 s增大至 3.61 s，三裂缝下时间差值由-0.35 s

增大至16.51 s，分段振型函数法计算效率明显优于

传递矩阵法，特别是计算高阶频率。

3）裂缝参数对求解简支梁固有频率计算效率

影响不同，随着裂缝数量增加，固有频率计算时间

显著增加，传递矩阵法最大计算时间分别增大到

2.85倍，13.30倍，分段振型函数法分别增大到 1.10

倍，5.43倍。
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