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摘要：文章着重研究钢轨导波的频散特性，提出了半解析谱元法，并通过此方法建立了钢轨导波传播的有限元模型。首先，利

用谱元法改进了传统半解析有限元法，推导出波导结构特征方程；其次，基于该特征方程，计算出铝板的频散曲线，分析了导

波的频散特性，通过与铝板的解析解对比，验证了半解析谱元法的计算准确性；随后，建立了钢轨导波半解析谱元法的计算模

型，研究了钢轨中导波的频散特性；最后，利用RITEC RAM-5000 SNAP非线性高能超声导波实验设备，开展了CHN60钢轨导

波实验。结果表明，理论计算获取的群速度与实验测得的群速度高度吻合，相对误差仅为0.99%。可见，半解析谱元法在钢轨

导波频散特性分析中具有良好的精确性和可行性，为钢轨导波损伤检测提供了理论依据。
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Abstract: This study analyses the dispersion characteristics of guided waves in rails. The semi-analytical spec-

tral element method is proposed, and the finite element model of guided wave propagation in rails is established.

Firstly, the spectral element method was used to improve the traditional semi-analytical finite element method,

and the characteristic equation of waveguide structure was obtained. Secondly, based on the characteristic equa-

tion, the dispersion curves of an aluminum plate were calculated, and the dispersion characteristics of guided

waves were analyzed. By comparing with the analytical solution of the aluminum plate, the accuracy of semi-an-

alytical spectral element method was verified. Subsequently, the guided wave simulation model of the rail was es-

tablished, and the dispersion characteristics of the guided wave in the rail were investigated. Finally, guided

wave experiment for the CHN60 rail was carried out by RITEC RAM-5000 SNAP nonlinear high-energy ultra-
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sonic wave experiment system. The experimental results show that the group velocity obtained by the proposed

method is highly consistent with the group velocity measured by experiment, and the relative error is only

0.99%. Hence, the semi-analytical spectral element method has high accuracy and feasibility in the analysis of

guided wave dispersion characteristics of the rails, which provides a theoretical basis for guided wave damage de-

tection in rails.
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钢轨呈现分布距离长、结构截面复杂等特点，

传统的定期人工巡检方式和钢轨位移法难以全面

掌握钢轨整体的使用状况[1-2]。导波作为一种新型

无损检测技术，具有对应力与损伤敏感、检测范围

大、传播距离远等优点，特别适合横截面形状一致、

尺寸较长的特殊固体结构，具有检测无缝线路钢

轨损伤的潜力 [3-4]。近年来，导波无损检测技术已

在板 [5-6]和管道[7-8]等得到了广泛的应用。区别于截

面简单的波导结构，钢轨横截面形状的复杂性会导

致各阶模态之间发生耦合，使得实验测量和理论分

析更加困难。

针对钢轨中导波频散特性的研究，国内外学者

做了不少的工作。其中，有限元法和有限差分法是

导波分析中较为常用的数值方法，Rose等[9]采用半

解析有限元法分析了钢轨频散曲线，并将导波应用

于钢轨缺陷检测。Ramatlo等[10]采用半解析法与三

维有限元耦合的计算方法对导波在钢轨中的传播

进行模拟。许西宁等[11]采用半解析有限元法得到

了我国 CHN60 钢轨的频散曲线，并选取了适合钢

轨检测的模态。戴公连等[12]提出将有限元法与半

解析有限元法相结合的方法，用以分类并追踪钢轨

理想导波模态。陈嵘等[13]提出考虑截面位置信息

的三维频散曲面方法，并结合不同位置断面的波结

构对钢轨频散特性沿纵向变化规律进行分析。

Chen等[14-15]利用半解析有限元方法建立了一种通用

动力摄动方法，给出了损伤引起的钢轨刚度变化、

钢轨受到的应力变化与导波传播模态特性变化之

间的精确关系。

钢轨损伤导波检测效果很大程度上取决于所

选超声导波的传播特性，如频散、波结构、衰减及可

激励性。但因导波频率高而波长短，对钢轨单元网

格划分要求高导致计算工作量大、效率低，难以满

足导波检测计算的实用性要求。相较于传统的有

限元法，谱元法在模态分析、非线性动力学分析等

领域展现出广泛的应用前景[16-17]。在钢轨导波频散

分析中，谱元法可以准确捕捉复杂结构的高阶导波

模态，为导波检测技术的进一步发展提供理论

支撑。

1 基于谱单元的半解析有限元法

基于谱单元的半解析有限元法，简称为半解析

谱元法，是一种新兴的数值建模与分析方法。该方

法结合了半解析有限元法和二维谱元法的优势，能

够更有效地处理复杂形状结构的计算问题。半解

析谱元法采用谱单元作为离散单元，利用频域谱分

解技术来描述单元内的变量分布。相较于传统的

有限元法，此方法可以利用较粗的网格实现更高的

计算精度，从而大幅提高截面复杂结构的建模效

率。采用半解析谱元法求解导波频散方程时，仅需

对波导结构的横截面进行谱单元离散化处理，而对

波导的传播方向则可采用简谐振动模态的解析方

法进行求解。以CHN60钢轨为例，如图 1所示，定

义横截面为 y-z平面，导波沿钢轨纵向传播方向定

义为x方向。

根据弹性力学和有限元理论，可得钢轨中任意

一点的位移场 u 、应力场 σ 和应变场 ε 分别可以表

示为

u = [ ]ux uy uz

T

（1）

σ= [ ]σx σy σz σyz σxz σxy

T

（2）

ε = [ ]εx εy εz γyz γxz γxy

T

（3）

式中：ux ，uy ，uz 分别为任意一点位移在x，y，z方向
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的位移分量；σx ，σy ，σz 分别为 3个方向的正应力

分量；σyz ，σxz ，σxy 分别为 3个方向的切应力分量；

εx ，εy ，εz 分别为 3个方向的正应变分量；γyz ，γxz ，

γxy 分别为3个方向的切应变分量。

σ 的表达式为 σ= Dε ，其中钢轨的弹性常数矩

阵 D 为

D = E
( )1 + ν ( )1 - 2ν
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ê
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1 - ν ν ν 0 0 0
ν 1 - ν ν 0 0 0
ν ν 1 - ν 0 0 0

0 0 0 1 - 2ν
2

0 0

0 0 0 0 1 - 2ν
2

0

0 0 0 0 0 1 - 2ν
2

（4）

式中：E 为杨氏模量；ν为泊松比。

考虑钢轨为各向同性材料，其应变与位移的关

系 ε可表示为

ε = Lx
∂u
∂x

+ Ly
∂u
∂y

+ Lz
∂u
∂z

（5）

式中：Lx，Ly，Lz分别为微分算子L在 x，y，z方向的数

值矩阵。

假设导波在钢轨中沿 x方向传播时，位移场可

以表示为简谐振动形式。则钢轨中任意一点的位

移可以表达为

u(x,y,z, t) = u(y,z)e
i(kx -ωt)

（6）

式中：k 为导波波数；ω为导波频率；t 为导波时

间；i为虚数；e为自然常数。

在网格单元划分方面，半解析谱元法与传统有

限元的平面等参单元有些类似。半解析谱元法需

要通过相应的映射函数，将钢轨横截面区域从物理

单元转换到参考单元，从而使计算过程在参考单元

中完成。图 2所示为局部坐标系下 25节点二维谱

单元，每个节点具有3个位移自由度，ξ 与 η为二维

空间中两个维度方向的参数变量。

根据半解析谱元法，对 CHN60 钢轨横截面作

二维4×4阶谱单元离散，如图3所示。

钢轨横截面中任意单元节点的位移向量为

u
(e)

(x,y,z, t) = N(y,z)q
(e)

e
i(kx -ωt)

（7）

式中：N(y,z) 为二维谱单元形函数矩阵；q
(e)
为单元

节点位移向量，上标(e)为单元符号，(e)只在 MAT-

LAB中赋值循环计算，式中不赋值。

将式（7）代入到式（5）中，单元应变可表示为

ε
(e)

= ( )B1 + ikB2 q
(e)

e
i(kx -ωt)

（8）

式中：B1 和 B2 为应变矩阵，表示成

ì
í
î

B1 = Ly N ,y + Lz N ,z

B2 = Lx N
（9）

式中：N ,y 和 N ,z 两个偏导数（下标前置逗号）不能

图1 CHN60钢轨导波传播模型
Fig. 1 Guided wave propagation model for CHN60 rail

图2 25节点的二维谱单元
Fig. 2 2D spectral element with 25 nodes

图3 CHN60钢轨谱单元离散
Fig. 3 Mesh of spectral elements for the CHN60 rail
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直接由显式表达，谱元法中的形函数取决于参考坐

标。根据复合函数求导规则，可以得到

é

ë
êê

ù

û
úú

Ni,y

Ni,z

= J -1é

ë
êê

ù

û
úú

Ni,ξ

Ni,η

（10）

式中：J 为雅可比矩阵，定义为

J =
é
ë
ê

ù
û
ú

y ,ξ z ,ξ

y ,η z ,η

=

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú∑
i = 1

25

Ni,ξ yi ∑
i = 1

25

Ni,ξ zi

∑
i = 1

25

Ni,η yi ∑
i = 1

25

Ni,η zi

（11）

式中：Ni,y ，Ni,z 分别为单元中第 i个节点形函数在y

方向和 z方向的求导；Ni,ξ ，Ni,η 分别为单元中第 i个

节点形函数在物理坐林标系 ξ 和 η方向的求导。

在一维空间中，谱元法中单元内节点位置可通

过Legendre多项式构造基函数，将其转换为某种特

定Gauss-Labatto-Legendre（GLL）点，节点坐标定义

为下式的解

(1 - ξ 2)P′N (ξ) = 0 （12）

式中：PN ( )ξ 为N阶Legendre正交多项式，P′N (ξ) 为

其一阶导数；ξi(i = 1,2,3,∙∙∙,N) 为式（12）的零点，即

谱元法中的节点。Legendre多项式的递推式为

P0(ξ) = 1,P1 (ξ) = ξ

(N + 1)PN + 1(ξ) =(2N + 1)ξPN (ξ)-NPN - 1(ξ)
（13）

与传统有限元法不同，谱元法中单元的节点位

置并非均匀分布，而是采用特殊的分布方式。根据

式（12），确定了这些节点的位置分布后，可以运用

Lagrange 插值法得到一维参考坐标系下基于 GLL

配置点的N阶基函数 hi(ξ) ，表达式为[18]

hi(ξ) = -1
N(N + 1)PN (ξi)

(1 - ξ 2)P′N (ξ)
ξ - ξi

（14）

本文采用Legendre正交多项式，建立钢轨结构

二维谱单元计算模型，在二维空间中，单元的基函

数 Nmn 表示为一维基函数的乘积

Nmn = hm(ξ)hn(η) （15）

式中：hm(ξ) ，hn(η) 分别为一维空间中 ξ 方向和 η

方向的基函数，m和 n为单元内二维空间中两个维

度方向的节点编号。根据基函数的正交性有

Nmn = hm(ξp)hn(ηq) = {1, m = p,n = q
0, 其他情况

（16）

在结构的二维空间中任意函数 u
(e)

N (ξ,η) 可以近

似地表示为

u
(e)

N (ξ,η) =∑
m = 1

n1∑
n = 1

n2

u
(e)

N (ξm,ηn)Nmn （17）

式中：n1，n2分别为二维谱单元两个维度方向的GLL

点的个数，当 n1=n2=5 时，二维谱单元如图 2 所示。

式（17）在二维空间区域的数值积分可以通过GLL

积分进行计算

∫-1

1 ∫-1

1

u
(e)

N (ξ,η)dξdη =∑
i = 1

n1∑
j = 1

n2

WiWju
(e)

N (ξi,ηj) （18）

式中：i，j均为节点编号；Wi ，Wj 均为积分权重，表

示为

Wi = 2
N(N + 1)[ ]PN (ξ i)

2 （19）

根据Hamilton原理，在不考虑外力作用的情况

下，可以通过对拉格朗日泛函进行积分，得到以变

分形式表示的动力学控制方程为

∫V δεTσdV - ∫V δuT ρüdV = 0 （20）

式中：ρ为结构密度；V 为结构体积。

利用结构单元划分与组装，建立单元质量矩阵

和单元刚度矩阵，最后得到结构系统矩阵，并形成

特征方程为

[K1 + ikK2 + k 2 K3 -ω2 M]q = 0 （21）

式中：K1 、K2 、K3 为系统刚度矩阵；M 为系统质量

矩阵；q 为波导结构横截面所有节点的全部位移矢

量。系统刚度矩阵和系统质量矩阵分别表示为

K1 =∪
e = 1

Ne

K
(e)

1 , K2 =∪
e = 1

Ne

K
(e)

2

K3 =∪
e = 1

Ne

K
(e)

3 , M =∪
e = 1

Ne

M
(e)

（22）

式中：K
(e)

1 、K
(e)

2 、K
(e)

3 为各单元刚度矩阵，M
(e)
为单

元质量矩阵；Ne为波导截面网格单元数。利用公式

（18），各单元刚度矩阵和单元质量矩阵分别可以表

示为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

K
(e)

1 =∑
i = 1

n1∑
j = 1

n2

WiWj(B
T
1 DB1 ||J )ij

K
(e)

2 =∑
i = 1

n1∑
j = 1

n2

WiWj((B
T
1 DB2 -BT

2 DB1) ||J )ij

K
(e)

3 =∑
i = 1

n1∑
j = 1

n2

WiWj(B
T
2 DB2 ||J )ij

M
(e)

=∑
i = 1

n1∑
j = 1

n2

WiWj(N
T ρN ||J )ij

（23）

通过式（21）可以求解特定频率ω下的波数 k和

特征向量 q 。利用一般特征值问题求解方法，根据
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频率ω和对应的特征值，可以将相速度Cp和群速度

Cg随频率和波数的关系定义为

CP = ω
k

（24）

Cg = ∂ω
∂k

=
q̂( )K̂2 + 2kK3 q̂

2ωq̂Mq̂
（25）

式中：K̂2 为带虚数的刚度矩阵；K3 为刚度矩阵；q̂

为位移向量。

2 半解析谱元法计算结果分析

为了验证本文提出的半解析谱元法的准确性，

选取一块厚度为2 mm的铝板作为研究对象。该铝

板的材料参数如下：密度为 2 700 kg/m³，弹性模量

为 68.5 GPa，泊松比为 0.34。对铝板的横截面进行

建模时，沿板厚方向共划分为 10 个单元，并使用

MATLAB软件编程对铝板中导波的传播特性进行

数值模拟。对获取的铝板相速度频散曲线的解析

解、半解析有限元解和半解析谱元法解进行对比，

结果如图4所示。

铝板在低阶频率下只存在反对称模态A0与对

称模态S0两种传播模态，且随着频率的增加，除A0

与S0两种模态外，其他模态均存在截止频率。铝板

中导波模态数量随着频率的增大而增多，各模态间

传播特性的差异逐渐增大。

从图 4可以分析出，半解析法计算的相速度结

果普遍高于解析法的计算结果，且在较高速度传播

模态上两者存在较大偏差。而半解析谱元法和解

析法的计算结果能够吻合很好，并且随着激励频率

的增加，两种方法在同一传播模态下的偏差呈现总

体缩小的趋势。

表 1列出了不同频率下，半解析谱元法和解析

法的相速度计算结果并进行了误差对比。根据表

中数据可知，在 1~5 MHz的频率范围内，对于反对

称A0模态，相速度计算在 4 MHz频率处的相对误

差最大，达到0.38%；对于对称S0模态，相速度计算

在 1 MHz频率下的相对误差最大，为 0.30%。该结

果充分验证了半解析谱元法在研究导波传播特性

方面的准确性和可行性。

图4 铝板相速度频散曲线的半解析解、半解析谱元解和
解析解对比图

Fig. 4 Comparisons of results from semi-analytical
solution, semi-analytical spectral element solution and

analytical solution of phase velocity dispersion curves of
aluminum plate

表1 不同频率的相速度半解析谱元法求解误差
Tab.1 Solution errors of phase velocity by the semi-analytical spectral element for different frequencies

频率/MHz

1

2

3

4

5

A0

解析法
结果/（m/s）

2 665.12

2 843.28

2 882.79

2 891.29

2 893.24

半解析谱元法
结果/（m/s）

2 668.99

2 848.40

2 887.29

2 902.24

2 899.31

相对误差/%

0.14

0.18

0.16

0.38

0.21

S0

解析法
结果/（m/s）

4 711.04

2 998.07

2 910.16

2 897.23

2 895.10

半解析谱元法
结果/（m/s）

4 725.26

3 004.84

2 915.23

2 897.42

2 899.57

相对误差/%

0.30

0.23

0.17

0.01

0.15

与传统数值方法相比，半解析谱元法能更准确

地捕捉铝板结构中高频率传播模态的特性。可见，

该方法能够准确研究不同频率传播模态在一定频

率范围内的导波特征，为进一步分析导波在波导结

构中的传播特性提供了可靠的理论基础。

3 钢轨超声导波频散特性分析

以高速铁路常见的 CHN60 钢轨为研究对象，
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其材料弹性模量为 210 GPa，泊松比为 0.3，密度为

7 800 kg/m³。针对钢轨横截面，采用二维 4×4阶谱

单元进行离散处理，如图 3所示。通过求解特征方

程式（21），并利用式（24）和式（25）即可得到自由状

态下钢轨的波数、相速度和群速度频散曲线，如图5

至图7所示。

从图 5钢轨波数频散曲线可知，图中每一条频

散曲线代表着一种导波传播模态。随着频率的增

加，钢轨中可传播的导波模态数逐渐增多。对于大

部分频散曲线，其波数随频率的增加呈现持续增加

的趋势。而在个别频率范围内，存在两种可传播的

导波模态，其中一种模态的波数随频率的增加而减

小至消失，另一种模态的波数则随频率的增加而不

断增大。

从图 6钢轨相速度频散曲线可以看出，由于钢

轨具有复杂的异形截面形状，其导波模态数量众

多。在低频率范围内，钢轨主要存在 4种基本导波

模态，包括水平弯曲模态、垂直弯曲模态、扭转模态

和伸展模态。除了这 4种基本模态外，其他模态均

有截止频率。大多数模态的相速度呈现持续下降

的趋势。但也有个别模态如扭转模态表现出“增

大-减小-增大”或伸展模态则表现出“减小-增大”

等复杂的变化规律。

从图 7钢轨群速度频散曲线可知，与相速度频

散曲线相比，钢轨群速度频散曲线更为复杂，频散

程度更严重，随着频率的增大，一般呈现出“增大-
减小-增大”的复杂变化规律。在接近截止频率时，

这些模态的群速度变化尤其剧烈。值得注意的是，

有一部分导波模态在 2 900~3 300 m/s 的群速度范

围内，随频率的提高，群速度变化趋于平缓，呈现出

明显的非频散特性，这些非频散导波模态特征为钢

轨的弯曲模态，可用于钢轨导波检测。

4 实验验证

频散曲线反映了导波在钢轨中的传播特性，研

究钢轨中的导波频散特性是钢轨导波无损检测的

基础。为了进一步验证半解析谱元法求解得到频

散曲线的正确性，利用RITEC RAM-5000 SNAP非

线性高能超声导波实验装置，开展了 CHN60 钢轨

导波实验研究。

实验选用长度为 1.71 m 的 CHN60 钢轨，考虑

到实际铁路现场环境，为保障列车安全运行，难以

在轨头部位安装传感器。本研究将PZT4压电传感

器置于轨腰部位，实验中导波信号激励和接收的方

式是采用一个激励传感器和一个接收传感器，其中

激励信号采用Hanning窗调制的中心频率为55 kHz

图5 钢轨波数频散曲线
Fig. 5 Wave-number dispersion curves of the rail

图6 钢轨相速度频散曲线
Fig. 6 Phase velocity dispersion curves of the rail

图7 钢轨群速度频散曲线
Fig. 7 Group velocity dispersion curves of the rail
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的5周期正弦波，如图8所示。

图9为钢轨实验中激励与接收信号的波形。通

过测量激励信号波包峰值点与接收信号首个波包

峰值点之间的时间差，可确定导波的飞行时间。对

采集的导波信号进行降噪和滤波处理后，根据钢轨

长度和测得的飞行时间，计算得到实验中钢轨导波

的群速度为2 964.37 m/s。

从图7钢轨导波群速度频散曲线可得激励频率

为55 kHz对应的理论群速度Cg为2 934.92 m/s。如

表 2所示，将实验测得的群速度值与理论计算结果

对比，二者之间的相对误差仅为 0.99%。验证了该

理论分析方法的准确性。

5 结论

为了分析钢轨的频散特性，本文提出了半解析

谱元法，通过此方法获得了钢轨的频散曲线，分析

了钢轨导波的频散特性，最后通过钢轨的超声导波

实验，验证了本文所提出半解析谱元法的精确性和

可行性，得出以下结论。

1）随着频率的增大，波数值也逐渐增大；而大

多数模态的相速度值呈现下降趋势，最终趋于平稳

数值；群速度值变化较为复杂，一般呈现出“增大-
减小-增大”的复杂变化规律。

2）钢轨在导波激励下，存在多种导波传播模

态，频率越高，导波传播模态种类越多，频散现象越

弱；在 2 900~3 300 m/s的群速度范围内，模态的群

速度变化趋于平缓，此范围内传播群速度适合用于

钢轨导波检测。

3）利用本文所提出的方法获得的钢轨计算群

速度为2 934.92 m/s，而实验群速度为2 964.37 m/s，

二者之间的相对误差仅为0.99%，可见，半解析谱元

法在钢轨导波特性分析具有较好的实用性。
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