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摘要：为了确保谐波传动的准确性与平稳性、提高齿轮的承载能力与寿命，文章对谐波传动齿廓进行了设计和分析。首先，设

计柔轮的无公切线双圆弧齿廓，建立柔轮中性层曲线方程及谐波传动的精确转角关系；然后，基于包络法求解柔轮的共轭刚

轮齿廓；最后，运用MATLAB软件，对所设计齿廓的啮合特性进行分析，包括共轭区域与共轭齿廓分析、运动轨迹分析、装配

状态分析等。啮合特性分析结果表明，所设计齿廓的共轭区间较大，工作弧长较长，齿侧间隙较小，参与啮合的齿数较多，且

齿廓之间未发生干涉，提高了谐波传动的传动精度，降低了传动过程中的噪声，提高了谐波传动的性能。
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Abstract: In order to improve the meshing performance of harmonic gear in the transmission process, the dou-

ble-circular-arc tooth profile without common tangent of the flexspline was designed, and the neutral layer curve

equation of the flexspline and the accurate rotation angle relationship of the harmonic drive were established.

Then, the conjugate circular spline tooth profile of the flexspline was solved based on the envelope method. Fi-

nally, the meshing characteristics of the designed tooth profile were analyzed by using MATLAB , including con-

jugate domain and conjugate tooth profile analysis, motion path analysis, assembly state analysis and simulation

analysis. The meshing characteristics analysis results indicate that the conjugate interval of the designed tooth

profiles is larger, the working arc length is longer, and the gap between tooth profiles is smaller, the number of

teeth involved in meshing being larger with no interference between the tooth profiles. The meshing characteris-

tics of the harmonic drive for the designed double-circular-arc tooth profile is good, which improves the load-

bearing capacity and transmission accuracy of the harmonic drive and reduces the noise in the transmission pro-

cess, thereby improving the performance of the harmonic drive.
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齿轮传动系统受牵引电机谐波转矩、轮轨激励

及复杂时变内外部载荷的影响，其稳定性是保证机

械设备正常运行的关键[1]。谐波传动系统具有体积

小、承载能力强、传动精度高等特点，广泛应用于机

器人、金属机床、通信设备等技术领域[2-4]。目前，谐

波齿轮的研究热点主要集中在谐波新型齿形设计、

啮合特性分析、结构参数优化设计、应力应变及动

力学特性的研究等方面[5-7]。近年来，众多学者对谐

波传动的齿廓及啮合特性进行了大量的研究，其中

渐开线齿廓在谐波传动中得到广泛应用。罗霁等[8]

研究了渐开线齿廓谐波传动的啮合特性，分析了不

同参数对其影响的规律。Dong等[9-10]运用瞬心线法

求解了渐开线齿廓的共轭齿廓，采用共轭法对齿廓

参数进行了优化。王艳宜等[11]设计了谐波传动的

渐开线齿廓，分析了齿廓的啮合特性。吴鸿雁等[12]

通过包络法得到了刚轮的渐开线齿廓，设计并优化

了符合空间要求的齿廓。渐开线齿廓谐波传动在工

作的过程中存在啮合齿对少，尖点啮合与边缘啮合，

齿根应力集中等缺点，因此不能满足性能要求[13-14]。

与渐开线齿廓相比，采用双圆弧齿廓的谐波传

动系统具有承载能力强、传动精度和传动效率高等

优点。Tang等[15]分析了齿廓参数对具有公切线的

双圆弧齿廓综合性能的影响。杜雅宁等[16]设计了

柔轮双圆弧齿廓，基于运动学法求解共轭刚轮齿

廓，对齿廓进行了三维修形，并对比分析了柔轮的

应力应变。袁安富等[17]分析了柔轮齿廓关键参数

的变化对齿廓啮合特性的影响。Song等[18]基于运

动学原理，提出了一种新的双圆弧齿廓的设计方

法，分析了设计参数对谐波传动齿廓形状和啮合特

性的影响。董惠敏等[19]基于瞬心线法，设计了一个

双圆弧新齿形，实现了共轭区间连续不间断。Chen

等[20]研究了齿廓参数对柔轮共轭齿廓的影响，观察

到二次共轭和两点共轭的存在，此情况有助于增大

啮合区域、增加承载能力、提高传动效率。Song等[21]

提出了一种有效的双圆弧齿廓谐波传动的空间共

轭齿面设计方法，并通过接触分析验证了其在提高

谐波减速器传动性能方面的有效性。从以上的研

究中可以看出，相较于渐开线齿廓谐波传动，双圆

弧齿廓谐波传动展现出更为显著的优势，齿廓啮合

特性影响着谐波传动的性能，而优化齿廓参数是改

善啮合特性的主要途径。

综上所述，谐波传动的高精度传动需求使得齿

廓设计与啮合特性分析成为突破传动性能瓶颈的

核心环节。为此，本文基于MATLAB软件，对谐波

传动的齿廓和啮合特性进行研究。通过优化齿廓

参数，设计了一个啮合性能较好的双圆弧齿廓，并

从多个方面的啮合特性进行分析，验证了所设计的

齿廓能有效地提升谐波传动的性能。

1 柔轮双圆弧齿廓的设计

本文采用的无公切线双圆弧齿廓主要由凸圆

弧AB段和凹圆弧BC段组成，建立了柔轮局部坐标

系 S1{ }O1; X1,Y1 ，如图 1 所示。其中原点 O1 位于柔

轮中性层与齿对称线（Y1 轴）的交点处，X1 轴（横

轴）与柔轮中性层在该点的切线重合，Y1 轴（纵轴）

与柔轮轮齿的对称线共线；m 为齿轮模数；k t 为齿

厚比（实际齿厚与理论分度圆齿厚的比值）；ha 和 h f

分别为齿顶高和齿根高；ha = h∗
am ，h∗

a 为齿顶高系

数；h f = h∗
f m ，h∗

f 为齿根高系数；ρa 和 ρ f 分别为凸

圆弧半径和凹圆弧半径；δ 为公切线倾角（柔轮连

图1 柔轮无公切线双圆弧齿廓
Fig. 1 Double-circular-arc tooth profile without common

tangent of the flexspline

114



第5期 魏天赐，等：谐波传动齿廓设计和啮合特性分析

接点B点的理论公切线方向与 Y1 轴的夹角）；x1 和

x2 分别为凸圆弧和凹圆弧的圆心在 X1 轴上相对于

坐标原点的偏移量；y1 和 y2 分别为凸圆弧和凹圆

弧的圆心在Y1 轴上相对于坐标原点的移距量；d 为

齿根壁厚（柔轮齿根到柔轮内壁的距离）。

凸圆弧AB段的齿形方程可表示为

ì
í
î

xr1 = ρa cos( )αa - s/ρa +Xa

yr1 = ρa sin( )αa - s/ρa + Ya

（1）

式中：xr1 ，yr1 分别为凸圆弧上点的横坐标和纵坐

标；Xa ，Ya 分别为凸圆弧圆心的横坐标和纵坐标；

Xa = -x1 ，Ya = h f + d 2 - y1 ；s 为弧长变量，s ∈ ( )0, l1 ，

AB 段的齿廓弧长 l1 = ρa( )αa - δ ，齿顶压力角 αa =

arcsin( )( )ha + y1 ρa 。

凹圆弧BC段的齿形方程可表示为

ì
í
î

ï

ï

xr2 = -ρ f cos( )γ + ( )s - l2 /ρ f + Xf

yr2 = -ρ f sin( )γ + ( )s - l2 /ρ f + Y f

（2）

式中：xr2 ，yr2 分别为凹圆弧上点的横坐标和纵坐

标；Xf ，Y f 分别为凹圆弧圆心的横坐标和纵坐标；

Xf = m 2 + x2 ，Y f = h f + d 2 + y2 ；s ∈ ( )l1, l2 ，BC段的

齿廓弧长 l2 = l1 + ρ f ( )α f - δ ，齿根压力角 α f = arcsin

( )( )h f + y2 ρ f 。

2 刚轮齿廓的求解

2.1 柔轮中性层曲线方程

柔轮的变形规律通过其中性层曲线描述，其

弹性变形由波发生器外轮廓曲线的形状决定。波

发生器最常用的外轮廓曲线包括椭圆曲线和余弦

曲线，本文采用标准椭圆曲线描述波发生器作用

下的柔轮中性层曲线，如图 2 所示，坐标系为

Sz{ }Oz ; Xz,Yz ，Oz 为其坐标原点，Xz 轴（横轴）与中

性层曲线的长轴重合，Yz 轴（纵轴）与中性层曲线的

短轴重合。

图 2中，黑色实线表示的是柔轮变形后的中性

层曲线，红色虚线表示的是柔轮变形前的柔轮中性

层曲线。 rm 为柔轮未变形时的中性层曲线半径；a

和 b 分别为柔轮变形后中性层曲线的长轴和短轴

的半径；φ 为波发生器转角；ω0 为柔轮中性层上

的最大径向变形量，指的是柔轮中性层上任一点

在径向方向上变形的最大值。 ω0 =ω∗
0m ，ω∗

0 为径

向变形系数，取值范围一般为[1.00, 1.05]，本文取

ω∗
0 = 1.03，柔轮中性层曲线方程表示为

ρ( )φ = ab

a2 sin2φ + b2 cos2φ
（3）

式中：ρ( )φ 中性层曲线上极角 φ处的曲率半径。a，

b可表示为

ì
í
î

ï

ï

a = rm +ω0

b = 1
9{ }( )12rm - 7a + 4 a( )3rm - 2a

（4）

2.2 包络法求解共轭刚轮齿廓

基于柔轮中性层曲线，建立谐波传动的坐标系

统，如图3所示。假设波发生器沿逆时针方向转动，

柔轮和波发生器的转动方向相反，刚轮保持不动。

建立波发生器坐标系 Sw{ }Ow ; Xw,Yw ，原点 Ow 为其

回转中心，Xw 和 Yw 分别与中性层曲线的短轴和长

轴重合；刚轮坐标系 S2{ }O2 ; X2,Y2 ，原点 O2 为其回

转中心，X2 轴为刚轮坐标系横轴，Y2 轴为其纵轴；

柔轮坐标系 S1{ }O1; X1,Y1 ，原点 O1 为其回转中心。

图3中，虚线是未变形时柔轮的中性层曲线，实

线是柔轮变形后的中性层曲线。 φ1 为柔轮未变形

图2 柔轮中性层曲线
Fig. 2 Flexspline neutral layer curve

图3 谐波传动坐标系统
Fig. 3 Coordinate system of the harmonic drive
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端（未发生径向变形的端部）与 Yw 轴的夹角；φ f 为

柔轮未变形端的转角；φw 为波发生器的转角；Δφ

为 O1 点矢径与 Y2 轴的夹角；β为 Y1 轴与 Y2 轴的夹

角；μ 为柔轮轮齿的法向偏转角；φ 为 O1 点矢径

与 Yw 轴的夹角；ρ为变形后柔轮中性层曲线的曲

率半径。

柔轮在工作过程中会发生径向变形，则柔轮轮

齿的法线转角表达式为

μ = -arctan
æ
è
ç

ö
ø
÷

dρ dφ
ρ

（5）

根据谐波传动基本假设可得

rmφ1 = ∫0φ ρ2 + æ
è
ç

ö
ø
÷

dρ
dφ

2

dφ （6）

根据谐波传动比关系可得

φ f =
Zc - Z f

Z f

φw （7）

式中：Z f 为柔轮齿数；Zc 为刚轮齿数。

根据图3的几何关系可得

Δφ = φ - φw，φ f = φ1 - φw，β =Δφ + μ （8）

根据各个转角的表达式可知，当柔轮中性层曲线

方程确定时，其转角均可由图3中的 φ表示。

本文运用包络法求解刚轮齿廓，根据包络共轭

理论，刚轮与柔轮啮合时需满足以下关系式

Yg = MgrYr （9）

式中：Yr 为柔轮齿廓方程；Yg 为刚轮齿廓方程，可

表示为

ì
í
î

ï

ï

Yr = [ ]x1( )s ,y1
( )s ,1

T

Yg = [ ]x2( )s,φ ,y2( )s,φ ,1
T （10）

式中：x1( )s 和 y1( )s 为柔轮齿廓上某点在柔轮坐标

系中的横坐标和纵坐标；x2( )s,φ 和 y2( )s,φ 为刚轮

齿廓上某点在刚轮坐标系中的横坐标和纵坐标，

Mgr 为共轭转换矩阵，表达式为

Mgr =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

cos β, sin β, ρsinΔφ

-sin β, cos β, ρcosΔφ

0, 0, 1

（11）

将谐波传动的精确转角关系考虑在内，柔轮和

共轭刚轮的齿廓需要满足以下表达式

∂x2( )s,φ
∂s

∂y2( )s,φ
∂φ

∂φ
∂φ1

- ∂x2( )s,φ
∂φ

∂y2( )s,φ
∂s

∂φ
∂φ1

= 0（12）

根据柔轮双圆弧齿廓方程和角度关系，结合上

述方程并在 MATLAB 中编写对应的程序，即可得

到对应的刚轮齿廓。

3 啮合特性分析

3.1 共轭区域与共轭齿廓分析

本节运用定量分析的方法，在模数 m 、齿顶高

系数 h∗
a 和齿根高系数 h∗

f 等参数保持不变的情况

下，通过优化凸圆弧半径 ρa 和凹圆弧半径 ρ f ，获得

最优的齿廓参数。

本文所设计的柔轮齿数为 160个，刚轮齿数为

162个。通过优化齿廓参数，得到最优的柔轮和刚

轮齿廓，此时的柔轮齿廓参数如表1所示。

根据式（12），利用 MATLAB 进行计算得到的

共轭区域如图4所示，以弧长参数 s为X轴，以弧长

对应的共轭角度 ϕ作为Y轴，根据共轭角度，计算所

得到的共轭齿廓如图5所示。

由图 4所示，在谐波传动中，柔轮凸齿廓AB段

对应的共轭区域为曲线1和曲线2，凹齿廓BC段对应

的共轭区域为曲线3和曲线4，曲线1和曲线3构成共

轭区域 I，该区域称为啮合区，区间为[-1.045 36° ,

4.906 33°]；曲线2和曲线4构成共轭区域Ⅱ，该区域

表1 柔轮齿廓参数
Tab.1 Tooth profile parameters of the flexspline

参数

h∗
a

h∗
f

x1

x1

ρa

ρ f

取值

0.7

0.9

0.348 013 mm

0.263 473 mm

0.60 mm

0.64 mm

参数

m

d

y1

y2

δ

kt

取值

0.395 8

0.40 mm

0.062 737 mm

0.066 878 mm

6°

1.5

图4 柔轮双圆弧齿廓的共轭区域
Fig. 4 Conjugate domain of double-circular-arc tooth

profile of the flexspline
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称为啮入区或啮出区，区间为[6.981 31°, 53.766 7°]。

共轭区域Ⅰ和共轭区域Ⅱ之间的空白区域较小，保

证谐波传动具有较高的传动精度和承载能力。

图 5是理论的共轭刚轮齿廓，图中的齿廓编号

分别与图 4中的编号对应。从图中可以看出，由于

齿廓 4与齿廓 1~齿廓 3之间的啮合间隙较大，因此

将齿廓 4 舍去。通过优化凸圆弧半径和凹圆弧半

径，计算得到不同参数下柔轮共轭曲线如图 6 所

示，将图 5与图6对比可知，当凸圆弧半径减小或凹

圆弧半径减小时，齿廓 2与齿廓 3之间的间隙都会

增大，此时谐波传动因间隙过大会产生复杂的振动

现象；因此可知根据表 1的参数所设计的齿廓的稳

定性较好，传动效率较高、承载能力较强。

3.2 运动轨迹分析

由上文可知，表 1所设计的齿廓的啮合性能较

好，需要进行运动轨迹分析来进一步验证其啮合性

能。根据式（11）的转换矩阵 Mgr ，在MATLAB中计

算得到在一个啮合周期内柔轮齿廓线在刚轮坐标

系中的运动轨迹如图7所示。

图 7是柔轮完整的运动轨迹图，分析图 7（a）可

以看出，在波发生器运动过程中，柔轮齿廓在刚轮

坐标系中的位置不断发生变化，但其形状保持不

变，即柔轮轮齿表面不会发生变形，变形集中在柔

轮齿根部位；在运行的过程中柔轮齿廓与刚轮齿廓

保持啮合接触的范围较大，说明柔轮和刚轮在工作

图5 柔轮双圆弧齿廓共轭曲线
Fig. 5 Conjugate tooth profiles of double-circular-arc

tooth profile of the flexspline

图6 柔轮双圆弧齿廓共轭曲线优化
Fig. 6 Conjugate tooth profiles optimization of double-circular-arc tooth profile of the flexspline

117



华 东 交 通 大 学 学 报 2025年

的过程中参与啮合的齿数较多。图 7（b）为柔轮凸

齿廓和凹齿廓连接区域的局部放大图，可以看出无

论是柔轮的凸齿廓还是凹齿廓和刚轮齿廓之间的

齿侧间隙较小，提高了谐波传动的平稳性、传动效

率和扭转刚度等性能。

3.3 装配状态分析

为分析所设计的柔轮和刚轮实际装配下的啮

合情况，需要对柔轮和刚轮的装配状态进行分析，

以计算在实际情况下柔轮和刚轮参与啮合的齿

数。根据坐标变换关系，在 MATLAB 编写对应方

程，即可得到柔轮和刚轮全齿廓平面的装配图，如

图8、图9所示。

图10（a）~图10（c）分别对应图9中标注的位置

1，2，3处的局部放大图。图 10（a）所示轮齿位于啮

合区，承担主要载荷，其接触状态直接影响传动系

统的承载能力。图10（b）所示齿位于二次共轭啮出

区，此时柔轮轮齿一侧的凸圆弧区域的齿与刚轮轮

齿啮合，传递部分载荷，图10（c）的齿位于二次共轭

啮入区，此时柔轮的轮齿即将开始啮合。根据图 9

可知，第一象限共有 40个柔轮齿，柔轮和刚轮在啮

合的过程中未发生干涉，齿侧间隙较小，第一象限

内有 28 个齿对参与啮合。整个柔轮齿圈约有 112

个齿对同时参与啮合，约占柔轮总齿数的70%。这

表明本文所设计的齿廓参与啮合的齿数较多，有效

图7 运动轨迹图
Fig. 7 Motion path diagram

图8 整体装配图
Fig. 8 Overall assembly diagram

图9 局部装配图
Fig. 9 Partial assembly diagram
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地提升了谐波传动的可靠性和负载能力。

4 结论

本文主要建立了柔轮无公切线双圆弧齿廓方

程，基于包络法求解其共轭刚轮齿廓，通过优化齿

廓参数，获得了一组性能较优的参数组合，得出以

下结论。

1）通过优化凸圆弧半径 ρa 和凹圆弧半径 ρ f ，

获得了一组最优的齿廓参数，通过共轭曲线优化可

知：当 ρa 减小或 ρ f 减小时，齿侧间隙会增大，所设

计的齿廓在啮合时具有较大的共轭区间和较长的

齿廓工作弧长，有助于提高谐波传动的啮合效率。

2）运动轨迹分析表明，所设计的柔轮齿廓与刚

轮齿廓在较大范围内保持接触，并且参与啮合的齿

数较多且齿侧间隙较小，有效提升了谐波传动的平

稳性和传动效率。

3）装配状态分析表明，在实际工作过程中，约

112 个柔轮齿（占柔轮总齿数的 70%）同时参与啮

合，并且齿廓之间未发生干涉现象，该多齿啮合特

性有利于提高谐波传动的精度、降低运行过程中的

噪声和振动、延长齿轮寿命。
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