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轴对称弹性体扭转问题的完全光滑有限元法
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摘要：文章提出一种求解轴对称弹性体扭转问题的完全光滑有限元法。由于几何形状和边界条件的轴对称性，轴对称弹性体

扭转问题的计算只需选取一个截面进行网格划分和分析。为了克服对网格畸变敏感的数值缺陷，在三角形单元的基础上进

一步形成边界光滑域，然后在每个光滑域内对应变进行光滑操作。结合光滑应变技术和光滑积分伪弱形式，将形函数偏导项

和非偏导项的光滑域积分简化为光滑域边界积分，彻底摆脱坐标映射和雅可比矩阵的计算。数值算例结果表明，该方法即使

对不规则单元也可取得较好的计算精度。
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A Fully Smoothed Finite Element Method for Torsion Problems of
Axisymmetric Elastic Body
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Abstract: A fully smoothed finite element method to solve the torsion problem of axisymmetric elastic body is

proposed. Due to axial symmetry of geometry and boundary conditions, computing the torsion problem of axi-

symmetric elastic body requires extracting one cross section for meshing and analysis. In order to address the

problem of high sensitivity to mesh distortion, the edge-based smoothing domains are further constructed based

on the triangular mesh and smoothing operations are performed on the strain in each smoothing domain. The

smoothing strain technique is combined with the quasi-weak form of smoothed integral for treatment of the par-

tial derivative and non-partial derivative of shape functions. Accordingly, all the smoothed domain integrals can

be simplified as boundary integrals of the smoothing domains and there is no need for the coordinate mapping

and calculation of Jacobian matrix. Numerical examples demonstrate that the proposed method for the torsion

problems of axisymmetric elastic body can produce accurate solutions even for irregular elements.
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作为工程和科学计算的主要工具，有限元法已

经得到了广泛的应用，但是仍面临着完备阶数低和

网格畸变敏感等困难[1]。近年来，学界提出的光滑

有限元法[2]将无网格法中的光滑应变技术[3]引入有

限元，有效克服了传统有限元法刚度矩阵过刚的缺

陷。此外，光滑有限元法可以将形函数偏导项的光

滑域积分转化为形函数在光滑域边界上的线积分，

不仅避免了坐标映射和雅可比矩阵的计算，而且降

低了常规有限元法对网格质量的依赖性[4-8]。然而，

光滑应变技术无法将形函数非偏导项的域积分进

行光滑处理和降维积分。完全光滑技术[9-11]将光滑

应变技术与基于不定积分和散度定理的光滑积分

伪弱形式相结合，实现了将形函数偏导项和非偏导

项的光滑域积分均转化为光滑域的边界积分。

轴对称弹性体扭转问题在工程中很常见，其几

何形状、约束条件及作用的载荷均对称于某一固定

轴。解析法[12]只能求解少数简单的轴对称弹性体

扭转问题，许多学者致力于发展求解轴对称弹性体

扭转问题的数值方法[13-14]。为了进一步拓宽完全光

滑有限元法的应用领域，本文提出了轴对称弹性体

扭转问题的完全光滑有限元法。

1 控制方程

在轴对称弹性体扭转问题中，通常采用圆柱坐

标系（r，θ ，z）进行分析。以 z 轴为对称轴，任一点

仅有应力分量 τrθ 和 τzθ ，位移分量 uθ 。轴对称弹性

体扭转问题的基本方程为[13-14]

∂τrθ

∂r
+
∂τzθ

∂z
+

2τrθ

r
= 0

边界条件为

τrθnr + τzθnz = t̄, on Γ t （2）

uθ = ūθ, on Γu （3）

式中：Γu 和 Γ t 分别为位移边界和力边界；ūθ 和 t̄ 分

别为给定的位移和面力；nr 和 nz 为边界单位外法

线向量的分量，且

[ ]τrθ, τzθ

T
= Gé

ë
ê

ù
û
ú

∂uθ

∂r
- uθ

r
,
∂uθ

∂z

T

（4）

式中：G 为材料的剪切模量。

2 完全光滑有限元法

2.1 光滑积分伪弱形式

在多边形光滑域 Ωc 中，函数 f (x) 可用光滑积

分近似表达为[3]

f (xc) = 1
Ac

∫Ωc

f (x)dΩ （5）

式中：Ac 为 Ωc 的面积。

如果函数 f (x) 为形函数非偏导项，则无法直接

由散度定理将式（5）转化为光滑域的边界积分，需

要先引入不定积分。对于二维问题，构造一矢量函

数 F(r,z) = Fr lr + Fz l̂z ，且

f =
∂Fr

∂r
+
∂Fz

∂z
（6）

式中：lr 和 lz 分别为坐标 r 和 z 方向的单位向量，

且 Fr 和 Fz 处处可积。将式（6）代入式（5），并使用

散度定理，我们有

f (xc) = 1
Ac

∫Γc
( )Frnr + Fznz dΓ （7）

式中：nr 和 nz 为光滑域边界 Γc 的单位外法线向量

的分量。

为了满足式（6），假设

Fz = 0 （8）

且

Fr(r,z) = ∫ f (r,z)dr + c(z) （9）

式中：c(z) 是一个与 r 无关的任意函数，且已经证

明可忽略 c(z) 对整个积分的影响[15]。因此，式（9）可

简写为

Fr(r,z) = ∫ f (r,z)dr （10）

根据式（8）和式（10），式（7）进一步简化可得到

f (x) 在光滑域 Ωc 上的光滑积分伪弱形式

f (xc) = 1
Ac

∫Γc

FrnrdΓ （11）

2.2 离散和数值实施

任取一轴对称面 Ω，将其划分成多个无缝隙且

不重叠的三角形单元，如图 1所示。然后将每个三

角形单元边上的节点与相邻三角形单元的形心相
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连接，可得到 N 个基于三角形单元边的光滑域。

轴对称面上任意三角形单元内的位移 uθ(x) 和

应变 γ(x) 可表示为

uθ(x) =∑
I = 1

3

NI uθI （12）

γ(x) = [ ]γrθ, γzθ

T
=∑

I = 1

3

B I uθI （13）

式中：uθI 为节点位移；NI 为三角形单元的有限元

形函数，I为节点编号；B I 为应变矩阵，且

B I = é
ë
ê

ù
û
ú

∂NI

∂r
- NI

r
,
∂NI

∂z

T

（14）

在光滑域 Ωs
k 内对应变 γ(x) 进行光滑处理，有

γ̄k = B̄ku
k
θ = [ ]B̄1

k, B̄2
k,⋯,B̄n

k uk
θ （15）

式中：uk
θ 为光滑域Ω s

k 内的节点位移向量，k =(1,2,⋯,
N)；n 为支持节点的总数，且

B̄ I
k = 1

Ak

∫
Ωs

k

é
ë
ê

ù
û
ú

∂NI

∂r
- NI

r
,
∂NI

∂z

T

dΩ =

[ ]b̄k
Ir - b̄k

Ih, b̄k
Iz

T

（16）

式中：Ak 为光滑域 Ω s
k 的面积，且

b̄k
Ir = 1

Ak

∫
Ωs

k

∂NI

∂r
dΩ （17）

b̄k
Ih = 1

Ak

∫
Ωs

k

NI

r
dΩ = 1

Ak rk

∫
Ωs

k

NI dΩ （18）

b̄k
Iz = 1

Ak

∫
Ωs

k

∂NI

∂z
dΩ （19）

式中：rk 为光滑域 Ω s
k 的形心到对称轴的距离。采

用散度定理，b̄k
Ir 和 b̄k

Iz 可直接转化为光滑域的边界

积分，即

b̄k
Ir = 1

Ak

∫
Γ s

k

NI nrdΩ （20）

b̄k
Iz = 1

Ak

∫
Γ s

k

NI nzdΩ （21）

式中：nr 和 nz 为光滑域边界 Γ s
k 的单位外法线向量

的分量。引入高斯积分，则式（20）和式（21）所示的

b̄k
Ir 和 b̄k

Iz 可进一步改写为

b̄k
Ir = 1

Ak
∑
m = 1

Ns∑
n = 1

Ng

1
2

wm,nn
m
r NI (xG

m,n)lm （22）

b̄k
Iz = 1

Ak
∑
m = 1

Ns∑
n = 1

Ng

1
2

wm,nn
m
z NI (xG

m,n)lm （23）

式中：xG
m,n 为光滑域边界 Γ s

k,m(m = 1,2,⋯,Ns) 的高斯

积分点坐标；lm 为 Γ s
k,m 的长度；Ns 为光滑域边界的

数量，Ng 为边界 Γ s
k,m 上的高斯积分点数；wm,n 为高

斯积分点 xG
m,n 对应的权系数。

式（18）所示的 b̄k
Ih 为形函数非偏导项的域

积分，其相应的光滑积分伪弱形式可由式（11）

写为

b̄k
Ih = 1

rk Ak

∫
Γ s

k

N̂I (r,z)nrdΓ =

1
rk Ak

∑
m = 1

Ns∑
n = 1

Ng

1
2

wm,nn
m
r N̂I (x

G
m,n)lm

（24）

且

N̂I = ∫NI (r,z)dr （25）

平衡方程式（1）及力边界条件式（2）的光滑伽

辽金弱形式可写为

2π∫Ω(δγ)TGγrdΩ = 2π∫Γ t

δuθt̄rdΓ （26）

将式（12）和式（15）代入式（26），并注意到节点

虚位移的任意性，最终得到系统离散方程为

KU = F （27）

式中：U 为总体节点位移列向量；K 和 F 分别为刚

度矩阵和节点载荷列向量，其元素 K IJ 和 F I 的表达

式为

K IJ =∑
k = 1

N

2πrk Ak( )B̄ I
k

T

GB̄ J
k （28）

F I = 2π∫Γt

NI t̄rdΓ （29）

3 数值算例

为了研究网格畸变对计算精度的影响，通过以

下方法构建不规则单元 rir和zir
rir = r +αirraΔr, zir = z +αirraΔz （30）

式中：r 和 z 为规则单元节点坐标；ra 为随机数；Δr

图1 基于三角形单元的边光滑域
Fig. 1 The edge-based smoothing domains based on the

triangular elements
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和 Δz 分别为规则单元在 r 和 z 方向的长度；αir 为

畸变系数。

3.1 扭转的实心圆杆

如图2所示，考虑一端固定，一端受扭矩 Mz 作用

的实心圆杆，其长度 H = 1 m ，半径 R = 1 m 。材料的

剪切模量 G = 1.5 MPa ，表面扭转载荷集度取为

q0 = -106 Pa 。该问题的位移和应力解析解可写为[13]

uθ =
2Mzrz
GπR4 , τzθ =

2Mzr
πR4 （31）

为了数值解与解析解的对应，定义以下线性分

布扭转荷载

q(r) = rq0 /R （32）

其等效扭矩为

Mz = ∫0R

2πr2q(r)dr =
πq0 R3

2
（33）

我们将实心圆杆的轴对称面离散成128个三角

形单元，且图3给出了 αir = 0.5 时的不规则单元划分

情况。图4给出了采用规则单元（αir = 0）计算得到

的实心圆杆顶面（ z = H ）位移与解析解的比较。另

外，表 1 给出了不同畸变系数下实心圆杆顶面

（ z = H ）位移的数值解。从图4和表1可以看出，本

文数值解与解析解吻合很好，验证了本文方法不仅

计算精度高，而且还具有较高的抗网格畸变能力。

3.2 扭转的空心圆杆

如图5所示，考虑一端固定，一端局部带状区域

上分布线性扭转荷载的空心圆杆。该空心圆杆的

图2 实心圆杆
Fig. 2 Full circular rod

图3 αir = 0.5时实心圆杆的不规则单元
Fig. 3 Irregular mesh for the full circular

rod when αir = 0.5

图4 实心圆杆 z = H 处的位移 uθ

Fig. 4 Displacement uθ at z =H of the full circular rod

表1 不同畸变系数下实心圆杆顶面（z =H）位移 uθ

Tab.1 The displacement uθ at the top surface（z = H）of the full circular rod under different distortion coefficients

r/m
0.125

0.250

0.375

0.500

0.625

0.750

0.875

1.000

解析解

-0.083 3

-0.166 7

-0.250 0

-0.333 3

-0.416 7

-0.500 0

-0.583 3

-0.666 7

αir = 0.1

-0.083 4

-0.166 9

-0.250 3

-0.333 8

-0.417 0

-0.500 2

-0.583 5

-0.667 1

αir = 0.2

-0.083 6

-0.167 0

-0.250 0

-0.333 2

-0.416 9

-0.500 3

-0.583 8

-0.665 9

αir = 0.3

-0.083 2

-0.167 3

-0.250 1

-0.333 8

-0.416 5

-0.500 6

-0.582 1

-0.666 8

αir = 0.4

-0.083 9

-0.166 6

-0.249 8

-0.333 8

-0.416 9

-0.499 7

-0.582 4

-0.665 0

αir = 0.5

-0.084 2

-0.167 0

-0.250 0

-0.332 7

-0.417 9

-0.499 4

-0.581 1

-0.665 5
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长度 H = 1 m ，外径 R = 1 m ，内径 R1 = 0.5 m ，材料

的剪切模量 G = 1.5 MPa 。采用的线性扭转荷载可

定义为

q(r) = -r/R × 106 Pa （34）

我们将空心圆杆的轴对称面离散成400个三角

形单元，且图6给出了 αir = 0.5 时的不规则单元划分

情况。图7给出了采用规则单元（αir = 0）计算得到

的空心圆杆顶面（z = H）位移，且表2给出了不同畸

变系数下空心圆杆顶面（z = H）位移的数值解。为

了进行对比，图 7和表 2给出了使用非常精细网格

的有限元（FEM）计算结果。从图 7 和表 2 可以看

出，本文方法计算结果具有很高的精度，这进一步

验证了本文方法的有效性和抗网格畸变能力。

4 结论
1）该方法采用对任何复杂的问题域都适应性

非常强的三角形单元，所以本文所提方法适用于任

何复杂的轴对称弹性体扭转问题的分析。

2）将光滑积分伪弱形式与光滑应变技术相结

合，可实现形函数偏导项和非偏导项的光滑域域内

积分都转化为光滑域的边界积分，不仅避免了等参

变换和雅可比矩阵的计算，而且提高了本文所提方

法的抗网格畸变能力。

3）对于本文所采用的三角形单元，形函数的

不定积分解析表达式不仅非常容易获得，而且只

需计算一次，因此本文所提方法具有相对较高的

计算效率。

图5 空心圆杆
Fig. 5 Hollow circular rod

图6 αir = 0.5 时空心圆杆的不规则单元
Fig. 6 Irregular mesh for the hollow circular

rod when αir = 0.5

−0.22

图7 空心圆杆 z = H 处的位移 uθ

Fig. 7 Displacement uθ at z = H of the hollow
circular rod

表2 不同畸变系数下空心圆杆顶面（z = H）位移 uθ

Tab.2 The displacement uθ at the top surface（z = H）
of the hollow circular rod with different

distortion coefficients

r/m

0.500

0.550

0.600

0.650

0.700

0.750

0.800

0.850

0.900

0.950

FEM

-0.162 8

-0.178 0

-0.191 2

-0.201 8

-0.209 3

-0.212 0

-0.202 5

-0.192 2

-0.193 3

-0.198 9

αir = 0.1

-0.163 1

-0.178 3

-0.191 4

-0.202 1

-0.209 8

-0.212 7

-0.202 4

-0.191 6

-0.192 9

-0.198 6

αir = 0.2

-0.163 1

-0.178 3

-0.191 3

-0.202 2

-0.209 7

-0.212 5

-0.202 0

-0.192 2

-0.192 9

-0.1987

αir = 0.3

-0.163 0

-0.178 3

-0.191 4

-0.202 1

-0.209 8

-0.212 3

-0.202 8

-0.191 4

-0.192 9

-0.198 7

αir = 0.4

-0.163 2

-0.178 2

-0.191 2

-0.202 0

-0.209 6

-0.211 8

-0.202 6

-0.192 3

-0.193 0

-0.198 7

αir = 0.5

-0.162 9

-0.178 2

-0.191 3

-0.201 8

-0.209 7

-0.211 5

-0.203 4

-0.191 7

-0.193 0

-0.198 7
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