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摘要：由于轨道交通结构振动对安全与环境具有重要影响，为有效控制板状结构的振动，文章利用振幅增强装置能够等效增

加吸振器的刚度和质量的特性，在板上周期布设振幅增强型吸振器。基于零空间法和能量法，文章提出了一种改进带隙计算

方法，克服了在周期边界条件下形函数构造困难的问题，显著提高了计算效率；利用该方法，研究了周期布设振幅增强型的带

隙特性，分析了带隙起止点的振型规律，并探讨了振幅增强装置的放大系数和质量比对带隙的影响。此外，对比分析了铺设

振幅增强型吸振器与普通吸振器的周期性板状结构振动传递率。结果表明：选择合适的放大系数和质量比能够有效增强装

置的低频减振效果；振幅增强型吸振器具有提高衰减量和拓宽衰减范围的作用，对周期性布设板状结构特定频率的振动控制

效果显著。研究结果可为轨道交通领域的减振降噪提供理论依据。
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Abstract: Because the structural vibration in rail transit has a deep impact on safety and environment, in order to

control the vibration of the plate structure, the amplitude-enhanced device can be used to increase the stiffness and

mass of the vibration absorber, and the amplitude- enhanced vibration absorber is periodically arranged on the

plate. Based on the null space method and the energy method, a new band gap calculation method is improved,

which overcomes the difficulty of constructing the shape function under the periodic boundary condition, and

greatly improves the calculation efficiency. Using this method, the band gap characteristics of a plate with periodi-

cally attached AMVAS are studied. The vibration mode law of the starting and ending points of the band gap are

studied, and the influence of the amplification coefficient and mass ratio of the amplitude enhancement device on

the band gap is discussed. In addition, the vibration transmissibility of periodic plate structures with amplitude-en-

hanced vibration absorbers and ordinary vibration absorbers is compared and analyzed. The results show that the
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appropriate amplification factor and mass ratio can effectively enhance the low frequency vibration reduction ef-

fect of the device. The amplitude enhanced vibration absorber has the effect of increasing the attenuation amount

and broadening the attenuation range, and has a significant effect on the vibration control of the specific frequency

of the periodically arranged plate structure. The research results can provide theoretical basis for vibration and

noise reduction in the field of rail transit.
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传统的减振技术（如主动振动控制、阻尼处理、

动态减振器等）在理论上具有一定的减振潜力，但

在实际应用中仍面临成本过高、安装复杂、特定频

率振动难以控制等问题，导致效果并不理想。因

此，深入探究振幅增强型[1]超材料[2-3]板中弹性波的

带隙[4-5]特性，对于提升轨道交通系统中轨道板的减

振效果具有现实意义。

近年来，振动控制领域的学者们聚焦在如何有

效抑制板状结构的低频振动这一难题，Xi等 [6]提出

了一种杠杆型惯性放大结构，该机构包括一个刚性

的杠杆铰链在主板上的两个独立的位置和一个小的

质量安装在杠杆的末端，一定程度上可以提升板状

结构在低频范围内的减振能力。振幅增强（ampli-

tude magnification，AM）是一种通过有效放大抑振

装置的等效质量、刚度、阻尼来提高抑振装置的工作

能力的机制，该机制不仅可以增强抑振装置的惯性，

而且还可以同时增强其阻尼和刚度特性。Feng等 [7]

提出采用振幅增强机构来提高抑振装置工作能力，

并证明其具有更好的减振效果。Yu等[8]，Liu等[9]提

出了局域共振概念，创新性的将周期结构的应用领

域进行了拓宽，该研究证明了将吸振装置作为局域

共振器，可以通过将其周期性地布置于结构中而有

效地抑制波在结构中的传播。邢子康等[10]提出了一

种含有杠杆元件的新型动力吸振器模型，并对其进

行了参数优化，发现其减振效果相较于已有的经典

动力吸振器模型更加良好。从上述研究中可以得

知，振幅增强机制可以有效增加动力吸振器（dy-

namic vibration absorber,DVA)在低频范围内的工作

能力，杠杆则是一种理想的放大机构。

本文提出一种振幅增的策略，将吸振器和杠

杆[11-12]通过弹性材料连接，使吸振器获得更大的有

效质量，从而实现宽频减振。振动以弹性波的形

式进行传递，而对于周期结构而言，其独特的滤波

性质使得某些特定频率的波能够在结构中得到传

播，而其他频率的波则会产生衰减。这种独特的

性质，被称为带隙特性，为周期结构在多个领域中

的应用提供了理论基础。郭文杰等[13]针对传统能

量法求解周期排桩结构带隙时的问题，基于零空

间技术处理各类边界约束，克服了形函数构造中

边界依赖问题，对于处理周期结构的边界问题更

有优势。本文采用零空间计算方法（NSM），最早

由 Deng 等 [14]提出，其基本思想是直接从约束条件

开始求得零空间基础解，再由这些基本解的线性

叠加来得到结构的特征方程解，便可得到同时满

足运动方程和约束条件的解。此方法不再依靠原

始的容许函数来满足约束条件，使得计算效率大

幅提高，能够准确求解振幅增强型动力吸振器

（AMDVA)超材料板的频散曲线。本文利用模型

验证了振幅增强装置对振动抑制的能力，分析了

装置参数对其工作能力的影响，并对振动传递率

进行了分析，可为轨道交通领域的减振降噪设计

提供理论依据。

1 理论计算

1.1 装置模型介绍

本文探究接地式[15]AMDVA对周期布设的板的

工作能力特性。如图 1（a）所示，将接地式AMDVA

布设在薄板下方，并将其周期性排列形成超材料

板。图中灰色半透明部分为薄板，浅绿色部分为杠

杆，深黄色部分为质量块，浅黄色部分为弹性层，其

中一个胞元如图 1（b）所示。图 1中受控点到支撑

点的距离为 l1，支撑点到质量块的距离为 l2。
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图1 周期布设AMDVA的超材料板模型
Fig. 1 Metamaterial plate model with periodic arrangement of AMDVA

图 2为一个超材料板胞元的详细结构示意图，

其中接地式ADMVA装置通过受控点与板相连接，

支撑点与地面固定点连接。要提升接地式 AMD-

VA 的工作能力就要放大受控点的振幅以增加

DVA的有效质量和刚度。若受控点处板的垂向位

移为 w1 ，此时DVA处的位移为 αw1 。其中，振幅放

大系数为 α = l2 /l1 。AMDVA的质量 mDVA 由质量块

提供，AMDVA的阻尼 cDVA 和刚度 kDVA 则由弹性层

提供。

1.2 基于零空间法的带隙计算

在之前的工作中，我们提出了通过人工弹簧模

型和能量法计算实能带的方法，本文在此基础上，

引入零空间法处理周期性的边界条件，不仅使得计

算效率大幅提高，同时能够高效准确的求解。板的

垂向振动可以由与时间相关的未知系数 di(t) 和与

位置相关的形函数 fi(x,y) 组成

ì
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î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

w( )x,y, t =∑
i

di(t) fi(x,y) = dT f = f Td

θx( )x,y, t =∑
i

di(t) fi(x,y) = dT f = f Td

θy( )x,y, t =∑
i

di(t) fi(x,y) = dT f = f Td

（1）

式中：w(x,y, t) 为板的垂向振动位移；θx(x,y, t) 、

θy(x,y, t) 分别为 x方向和 y方向的转角函数；di(t) 为

di(t) = Āie
iωt 。周期单元在 x、y方向上的位移需满足

Bloch周期性边界条件，即

ì
í
î

f (-a,y) = f (a,y)e
-ikx2a

= f (a,y)λx

f (x,-a) = f (x,a)e
-iky2a

= f (x,a)λy
（2）

板的动能和应变能表示为
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式中：ρ，μ，D，h，E和 I分别为板的密度，泊松比，抗弯

刚度，厚度，弹性模量和转动惯量；bH = [d H
1 ,d H

2 ,

]d H
3 ,d H

4 ，上标H表示共轭转置，ḃH 表示对 bH 时间的

导数；MB 和 KB 分别为板的质量矩阵和刚度矩阵。

进一步的，计算AMDVA的能量泛函。AMDVA和

板的中点连接，因此根据板的位移可以得到接地式

AMDVA的动能、弹性势能和阻尼耗散能分别为

ì
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ï

EAMDVA = 1
2

mDVAu̇2 = 1
2

ḃH MAMDVAḃ

UAMDVA = 1
2

kDVA[αw(0,0)- u]2 = 1
2

bH KAMDVAb

CAMDVA = 1
2

cDVA[αẇ(0,0)- u̇][αw(0,0)- u] =

1
2

ḃH LAMDVAb

（5）

综上，可以得到一个周期单元的拉格朗日量为
Π = EB + EAMDVA -UB -UAMDVA -CAMDVA

= 1
2

[ḃH(MB + MAMDVA)ḃ -
bH (KB + KAMDVA)b - ḃH Lb]

（6）

此时，由于边界条件的存在，b 和 ḃ 中含有线性相

图2 接地式AMDVA模型
Fig. 2 Model of grounded AMDVA
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关系数，因此无法直接变分求解。为此对周期边界

条件作如下处理得

ì

í

î

ïï
ïï

ux(-a,y)- ux(a,y)λx = 0
uy(-a,y)- uy(a,y)λx = 0
ux(x,-a)- ux(x,a)λy = 0
uy(x,-a)- uy(x,a)λy = 0

（7）

式中：ux ，uy 分别为周期单元在 x，y方向上的位移；

kx ，ky 分别为 x，y方向的波数。将上式以矩阵形式

表达为

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
[ f (-a,y)- f (a,y)λx]H

0
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0

0
f (-a,ys)- f (a,ys)λx]H

0
f (xs,-a)- f (xs,a)λy]H

b = 0

（8）
即 Jb = 0，利用零空间[14]处理得

Z = null( )J （9）

式中：Z为 Jb = 0 的基础解系组成的集合，b可以表

示为：b = Zd ，d为基础解系的未知系数列向量，它

们之间线性无关。则振幅增强型超材料板单元总

能量泛函可以表示为

Π = 1
2

[(Zḋ)H(MB + MAMDVA)(Zḋ)-
(Zd)H(KB + KAMDVA)(Zd)-
(Zḋ)H LAMDVA(Zd)]

（10）

结合Euler-Lagrange方程 ∂∂t (∂Π∂ḋ ) -(∂Π∂d ) = 0 ，振

幅增强型超材料板周期结构的运动方程可以表示为

Π = 1
2
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(Zḋ)H(MB + MAMDVA)(Zḋ)

-(Zd)H(KB + KAMDVA)(Zd)

- (Zḋ)H LAMDVA(Zd)
（11）

式中：ω为振幅增强型超材料板周期结构的频率。

因为振幅增强型超材料板周期结构具有几何对称

性，所以在第一不可约布里渊区中取值方可表示所

有的Bloch波矢。扫描第一布里渊区(first brillouin

zone) kx × ky = é
ë

ù
û

0, π
a

× é
ë

ù
û

0, π
a

的波数，可以得到振幅增

强型超材料板周期结构的振动频散曲线。

2 数值分析

2.1 模型参数

在本文中，板的材料为混凝土，弹性模量为

25 GPa，密度为 2 700 kg/m3，泊松比为 0.3，板的长

度和宽度均为 0.1 m，厚度为 0.002 m。质量块和一

个周期单元板的质量比为 0.03，吸振频率 fDVA =

500 Hz ，刚度取值采用单自由度的固有频率计算公

式得到：kDVA = mDVA(2πfDVA)2 ，AMDVA的放大系数

设置为 α = 7 。在后续分析中，若非特别说明，则维

持上述参数不改变。

2.2 收敛性分析

在使用零空间求解时，形函数的个数对收敛性

存在很大的影响。因此，我们采用控制变量的方法来

验证形函数的个数是否收敛。本文通过N个形函数

模型位移，N的大小也决定了频散曲线求解的精度。

从频散曲线中尽可能分散的取1 600 Hz内3个频率

不同的点为研究对象，其形函数的收敛曲线如图3所

示。从图3可以看到，当形函数个数N大于13时，频

率值已基本不再变化，曲线趋于平稳，则可以认定形

函数的取值已收敛于周期性边界。因此，在后续的分

析中，形函数个数N取值为14。

2.3 准确性验证

通过COMSOL准确计算出周期结构的带隙特

性再与本方法加以对比，便可有效验证本文方法的

准确性。

图 4 为 COMSOL 的有限元模型。图 4 中蓝色

部分为薄板，红色部分为杠杆，运用固体力学模块

将二者通过弹簧阻尼器连接；弹簧阻尼器一端连接

位于板的几何中心的受控点，另一端与杠杆的一端

相连接，其垂向刚度设置为1×1012 N/m以模拟刚性

连接；杠杆的另一端黑色部分为质量块，质量块与

杠杆之间同样通过弹簧阻尼器相连，其刚度取值与

吸振器刚度取值一致。在红色部分杠杆上，黑色竖
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图3 形函数个数的收敛曲线
Fig. 3 Convergence curve of the number of shape function
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线处为模型的接地点，通过将基础各向弹簧刚度均

设为1×1015 N/m来模拟刚性固定约束，并在板的四

周设定周期性边界条件，再添加特征频率研究得到

结构的频散曲线。

图 5为有限元COMSOL计算结果与本方法计

算的频散曲线的对比图，其中红色实线为本方法算

出的结果，蓝色虚线为有限元 COMSOL 计算的结

果。从图 5中可以看出，二者结果符合良好。当频

率位于图中灰色区域B时，没有任何实波数与之对

应，说明在该频率范围内时没有任何传播波模态，

即 159~289 Hz 区间为一条 130 Hz 宽的完全带隙。

与此同时，在ΓX 方向上存在灰色区域 A，即 455~

715 Hz内存在一条宽度为260 Hz的方向带隙。

在结果高度吻合的同时，本方法将计算时间由

COMSOL 的 171.0 s 缩短至 2.4 s，计算效率提高了

71.25倍。这是由于零空间技术能够有效克服复杂

边界中构造周期性结构形函数难以满足所需条件

的问题，能够对频散曲线进行高效求解，相较于

COMSOL有限元法大幅提升计算效率。其基本思

想是直接从约束条件开始求得零空间基础解，再由

这些基本解的线性叠加来得到结构的特征方程解，

那么便可得到同时满足运动方程和约束条件的解。

在图 4中有限元模型的基础上，去掉周期边界

条件，添加1×20阵列，在阵列的一端的中点运用固

体力学施加点载荷，更改为频域研究，并在该点和

阵列的另一端的中点即加载点和提取点得到垂向

位移响应 w0，wt 再利用传递率的计算公式 Tn = 20

log10

|

|
||

|

|
||
wt

w0

，可以得到ΓX 方向振动传递率，其结果如

图 6所示。从图 6中可见，传递率在两个灰色区域

存在明显的衰减，与频散曲线中ΓX 方向上的两条

带隙出现频率一致，由此同样可以得证本文算法

的准确性。

从图5中可以看出，点a、b分别是方向带隙A的

截止频率点和起始频率点，点c、d分别是全带隙B的

截止频率点和起始频率点。上述点a、b、c、d分别对

应图7（a），图7（b），图7（c），图7（d），其中图7（a）和图

7（c）所表示的截止频率点的振型主要是板在垂向振

动，质量块的振动幅度相对较小；而图7（b）和图7（d）

所表示的起始频率的振型板的垂向振动幅度较小，

可以认为板的能量主要传递到了吸振器当中。

3 带隙特性分析

带隙下边界对应频率称为起始频率（lower

bound frequency，LBF），上边界对应频率称为截止

频率（upper bound frequency，简称UBF），带隙所包

含的频率段称为带隙宽度（width of attenuation

zone，WAZ）。通过分析带隙特性，可以有效的评估

振幅增强型超材料板周期结构的减振性能。分析

带隙的特性，就是对带隙的起、止频率以及对应的

图4 有限元模型
Fig. 4 Finite element model
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图5 频散曲线对比图
Fig. 5 Comparison of dispersion curve
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图6 传递率对比图
Fig. 6 Comparison of transmission rate
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带隙宽度进行全面分析。在设计接地式 AMDVA

时，质量比和放大系数是影响AMDVA减振能力的

重要因素。在前文所规定的材料参数的基础上，假

设其他参数不发生改变，仅对放大系数、质量比进

行调节，通过控制变量的方法，探究它们对带隙的

影响。

3.1 放大系数对带隙的影响

前文提到，当受控点的位移为w1时，此时DVA

的位移就是αw1，放大系数α对AMDVA的减振效果

存在极大的影响。虽然放大系数α的取值越大就会

增大DVA处的位移，但是放大系数的取值也不是越

大越好，这是由于当放大系数增大，对杠杆的材料

的要求便会越来越严苛，同时装置的体积增大使得

安装所需要的空间也越来越大，倾覆的风险也随之

增加。放大系数对带隙的影响如图8所示。

从图8中可以看出，当放大系数α>3时AMDVA

的工作效果非常显著，此时带隙宽度为正值，即存

在一条完全带隙。由此也可侧面佐证 AMDVA 相

较于普通DVA增大了其等效质量，因而带来了更好

的减振效果，有着宽频增带的作用。当α为 4~10

时，带隙的截止频率不会发生改变，而起始频率则

不断降低，因而使得带隙宽度逐渐增加，意味着振

幅增强型超材料板的减振效果得到明显提升的同

时，减振频率得到了极为显著的拓宽。图 8中表示

起始频率的红线下降速度基本趋于稳定，其斜率变

化不大，因而带隙宽度的增速在放大系数α从2提升

到10的过程中较为稳定，可以认为放大系数在这个

区间内的改变对于振幅增强型超材料板的工作效

果的提升是相当稳定的。因此，只要材料强度和安

装空间允许，并且在成本可接受的范围内，应尽可

能使用更大的放大系数α，获得更好的减振效果。

3.2 质量比对带隙的影响

质量比是质量块的质量与一个周期单元板的

质量的比值，当质量比发生变化时，质量块的质量

随之发生改变，此时振幅增强装置的 DVA 的有效

质量发生改变，直接对AMDVA的减振效果产生影

响，分析质量比对带隙的影响如图 9所示。从图 9

中可以看出：质量比对AMDVA的减振效果的影响

是十分显著的。换言之，对质量比的大小进行调

控，能够对接地式AMDVA的工作能力的提高起到

关键的作用；当质量比相对较大时，AMDVA 具有

（a） 带隙A截止频率点振型 （b）带隙A起始频率点振型

（c）带隙B截止频率点振型 （d） 带隙B起始频率点振型

图7 带隙起止点振型图
Fig. 7 Band gap starting and ending point vibration mode diagram
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图8 放大系数α对带隙起止点及宽度的影响
Fig. 8 Effect of the amplification coefficient α on the

starting and ending points and width of band gap
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较大的衰减率和较宽的衰减频率范围。从图 9 中

可以看出当质量比为 0.01~0.04 时，带隙宽度曲线

的斜率明显更大，这说明在这个区间内质量比增加

对带隙宽度的增加有明显效果。换言之，质量比在

0.03 附近时提升质量比对振幅增强型超材料板的

减振效果提升较为显著。当质量比大于0.06之后，

带隙宽度的增速明显放缓，此时质量比对带隙的影

响相对减弱，再通过提升质量比来改善振幅增强型

超材料板的减振效果，其方法效率将大打折扣。

3.3 振动传递率分析

将普通DVA布设在薄板下，并在质量块与薄板

之间添加与前文相同弹簧阻尼器以控制变量，而后

同样形成1×20的阵列，并采用相同的研究计算出铺

设普通DVA的板的传递率，如图10（a）所示。对比前

文计算的铺设AMDVA的超材料板的传递率，如图

10（b）所示，分析得到AMDVA的优势。

由图10（a）中可见仅布设设计频率为500 Hz的

减震器时，传递率仅仅在 500 Hz附近有衰减域（图

10（a）中灰色区域），且最大的衰减值为 36.1 dB；而

图 10（b）中可见布设 AMDVA 时存在两个衰减域

（图 10（b）中灰色区域），两个衰减域的最大衰减值

分别为 92.5 dB 和 85.1 dB。将图 10（a）与图 10（b）

中的两个衰减域进行对比，可以明显看出图 10（b）

中布设 AMDVA 的超材料板衰减域的衰减范围明

显拓宽，同时衰减量明显增大，最大提高了56.4 dB，

这说明在板之间传递的弯曲波得到了良好的调控。
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图9 质量比对带隙起止点及宽度的影响
Fig. 9 Effect of mass ratio on the starting and ending

points and width of band gap

图10 板状结构振动传递率对比图
Fig. 10 Comparison of vibration transmissibility for plate structure

4 结论

1）振幅增强型超材料板相比传统减振器有着

更大的减振范围、更强的减振效果，衰减区域和衰

减量也显著增大。

2）带隙的截止频率不随放大系数和质量比的

变化而变化；增加放大系数和质量比，可有效提高

装置的工作能力。

3）零空间技术相较于COMSOL有限元法计算

效率提升 71.25倍，通过同时满足运动方程和约束

条件的解来进行计算，使得计算时间由171.0 s大幅

缩短至2.4 s。
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