
 

 

稳健性拓扑优化中载荷方向扰动对规避无支撑结构的影响  

喻圣林，李 鹏，范百佳，王慎彪，赵 渊 

（华东交通大学机电与车辆工程学院，江西 南昌 330013） 

摘要：针对确定对称载荷条件下拓扑优化获得的无支撑结构不能满足实际工程需求的问题，将载荷方向的不确定性纳入结构

的优化设计中，分析其对规避无支撑结构的影响。使用区间变量表征载荷方向上的不确定性，利用泰勒公式求解最敏感加载

条件下的灵敏度，使用 SIMP 模型以及 MMA 算法对连续体结构进行稳健性设计。优化结果表明,考虑载荷方向不确定性的

结构优化可有效规避无支撑结构；不确定对称载荷条件下，结构柔度随扰动范围增大而呈上升趋势，结构呈对称性；不确定

非对称载荷条件下，非对称载荷对结构柔度影响显著，结构非对称特性随扰动范围差异的增加趋于明显。 
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Effect of load direction disturbance on avoiding unsupported 

structures in robust topology optimization 

Yu Shenglin, Li Peng, Fan Baijia, Wang Shenbiao, Zhao Yuan 

（School of Mechatronics & Vehicle Engineering, East China Jiaotong University, Nanchang 330013, China） 

Abstract: The unsupported structure obtained by topology optimization under the condition of deterministic 

symmetric load can not meet the actual engineering requirements. The uncertainty of load direction was 

incorporated into the structural optimization design. And its influence on the avoidance of unsupported structure 

was analyzed. This paper uses interval variables to represent the uncertainty of the load direction, uses Taylor 

formula to solve the sensitivity under the most sensitive loading condition, and uses SIMP model and MMA 

algorithm to design the robustness of continuum structure. The optimization results show that the structural 

optimization considering the uncertainty of load direction can effectively avoid unsupported structures. Under 

uncertain symmetric loading conditions, the structural compliance shows an upward trend with the increase of the 

disturbance range. And the structure shows symmetry. Under uncertain asymmetric loading conditions, the influence 

of asymmetric loading on structural compliance is significant, and the structural asymmetry characteristics tend to 

be more obvious with the increase in the variability of disturbance ranges. 
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传统的结构拓扑优化通常基于确定的载荷条件，在给定的设计区域内，寻找最优的材料分布，以满足

设计需求
[1-5]

。当该拓扑优化方法遇到对称载荷的结构优化问题时，由于在确定对称载荷条件下，得到的拓

扑结构材料聚集于对称载荷附近，导致约束端无材料分布，形成了一种只存在于理论条件下的无支撑结构
[6-7]

。如实际工程中的高压铁塔支架，该支架是固定高压线长距离输电的重要设施，支架受到电线两端的对
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称载荷作用，若采用确定载荷拓扑优化方法将获得无支撑结构，即该结构与铁塔主体无材料连接，这与实

际工程结构存在明显差异，显然无支撑结构在实际工程中是难以实施的
[7]
。因此，将载荷方向不确定

[8-9]
纳

入结构设计中，研究不确定对称载荷不同的扰动范围对规避无支撑结构的影响，并通过改变载荷的扰动范

围，使得上下载荷扰动范围实现非对称分布，进一步探究不确定非对称载荷的扰动范围对规避无支撑结构

的效果，具有重要的实际应用价值。 

近年来，稳健性拓扑优化(robust topology optimization, RTO)成为不确定载荷条件下的拓扑优化的主要

研究方向之一[10-11]，RTO 方法是在不确定参数所有可能的变化范围之内确保优化结果的低敏感性和强鲁棒

性，目前已有大量学者在该领域开展了相关工作。Wang 等[12]在多个独立外载荷位置条件下，进一步的研

究了载荷位置不确定的连续结构拓扑优化问题，使用连续有界的区间变量对载荷位置进行描述，验证了所

提出方法的有效性。Guo 等[13]采用水平集方法对边界变化不确定性问题进行研究，选择结构最坏情况下的

柔度和基频为目标函数，以保证优化设计对边界变化的不敏感性。Kang 等[14]利用扩展最优线性估计法和

混沌多项式展开法对多相材料梯度界面的不确定性进行量化和响应预测，研究多相材料结构不确定梯度界

面的稳健性拓扑优化方法。Zheng 等[15]针对随机混合不确定条件下周期动态微结构并行优化问题，提出了

一种基于二元降维方案的混合降维方法来评估目标函数区间均值和方差，设计了一种基于水平集方法的稳

健性拓扑优化方法。Peng 等[16]采用摄动法和变密度法等，基于泰勒展开公式对载荷的不确定性进行表征，

提出了一种在载荷大小和方向不确定条件下的稳健性拓扑优化方法。王尚[4]等提出了一种新的不确定性优

化算法，探究载荷大小与方向不确定对规避无支撑结构的影响。综上，现有研究主要聚焦于不确定载荷优

化及其对无支撑结构的规避问题，忽视了扰动范围对规避无支撑结构的影响。 

研究基于变密度法[6]，使用区间变量表征载荷方向上的不确定性，在载荷方向区间内选择对柔度影响

最大的加载方向作为最敏感加载条件，通过泰勒公式计算最敏感加载条件下的最小化柔度和灵敏度，使用

SIMP 模型以及 MMA 算法对连续体结构进行稳健性设计，研究不确定对称和不确定非对称载荷条件下，

载荷方向扰动范围对无支撑结构规避效果的影响。 

1 拓扑优化模型及方法 

1.1 拓扑优化模型 

在实际工程环境中，载荷的施加方向往往存在扰动范围，设定载荷的确定方向为名义载荷方向，即理

想载荷的施加方向。实际载荷方向围绕着名义载荷方向存在扰动，使用区间变量，即数组 ( )0 , ,    来表

征载荷方向有界的扰动
[17]
，其中 0 为名义载荷方向，  和  分别为名义载荷方向上的最大顺逆扰动。 

研究以单元密度为设计变量，最敏感加载条件下柔度最小化为目标，体积百分比为约束条件，其拓扑

列式
[17]
为 
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式中：  为单元密度向量， 1 2 n  ， ，， 为各个单元密度，C 为最敏感加载条件下结构的柔度值， F 为

最敏感载荷矢量，U为总体位移列阵， e 为 e单元密度， p 为惩罚因子， eu 为结构中 e单元的节点位移矢

量， ek 为结构中 e单元的单元刚度矩阵，K 为总体刚度矩阵，V 为结构的体积， 0V 为设计域体积， f 为体



 

 

积约束百分比，  为名义载荷方向上顺时针的最大扰动，  为名义载荷方向上逆时针的最大扰动，为了避

免刚度矩阵奇异，取 min 0.00 001 = 。 

1.2 SIMP 插值模型 

由于材料选择为各向同性材料，所以使用 SIMP 插值模型对材料参数进行惩罚
[17]
： 

 ( ) 0

p

e eE E= 
 (2) 

式中： ( )eE  为惩罚后弹性模量； 0E 为实体材料的弹性模量； p 为惩罚因子，取值为 3。 

2 求解目标函数及灵敏度分析 

2.1 求解目标函数 

在求解不确定载荷方向条件下结构的柔度时，首先需要了解载荷方向的变化对柔度的影响情况，根据

有限元法，当结构受到外载荷作用时，结构的平衡方程为
[17]
： 

 
 =F KU  (3) 

其中， 

 
 0 0 sin cos 0 0

T
F F  = F

 (4) 

以名义载荷方向 0 为 270°，最大顺逆扰动  和  均为 5°为例，载荷方向围绕名义载荷方向存在顺

逆 5°的扰动，则载荷方向的施加范围为[265°，275°]。 

当载荷的方向发生变化时，总体位移列阵U与结构柔度也会随之发生变化，利用泰勒公式
[18]
在载荷方

向变化较小的情况下，计算出结构的近似柔度值大小，泰勒展开近似计算柔度的数学公式如下
[19]
： 
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式中：  为任意载荷角度与名义载荷方向的差值；右侧第一项为名义载荷方向下的柔度
[17]
： 

 
0 0C  = =F U U KU  （6） 

式中： 0C 为名义载荷方向下的柔度； 0F 为名义载荷矢量。 

公式（5）右侧第二项的常数项部分为名义载荷方向下柔度对载荷方向的一阶导数
[17]
： 
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其中， 
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式中： /


 F 为载荷矢量对载荷方向的一阶导数。 

公式（5）右侧第三项的常数项部分为名义载荷方向下柔度对载荷方向的二阶导数
[17]
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式中： /
T

 U 为位移矢量对载荷方向的一阶导数；
2 2

/


 F 载荷矢量对载荷方向的二阶导数。 

由于三角函数的求导特性，公式（11）中载荷矢量对载荷方向的二阶导数可表示为
[17]
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2.2 灵敏度分析 

根据泰勒展开公式，可以近似计算在小范围扰动下的任意载荷角度的柔度值，再对单元密度进行求导，

可得到柔度对单元密度的灵敏度
[19]
： 
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式中：右侧第一项表示在名义载荷方向下柔度对于单元密度的导数
[20]
： 
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公式（13）右侧的第二项为名义载荷方向下柔度对载荷角度的灵敏度再对单元密度求导，由公式（7）

等号左右两侧对单元密度求导可得
[20]
： 
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公式（13）右侧第三项为名义载荷方向下柔度对载荷角度的二阶导再对单元密度求导，由公式（8）等

号左右两侧对单元密度求导可得
[20]
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式中：矢量对于载荷方向的二阶导数可表示为
[20]
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根据公式（13）可求得载荷方向发生变化时，柔度对于单元密度的灵敏度。 

为了提高结构抵抗载荷变化的能力，选取最敏感加载条件下的灵敏度对单元密度进行更新。可能的最

敏感加载条件有三个，其中两个为载荷方向的上下边界，另一个通过求解扰动范围内下式的极值点获取
[20]
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式中： m 为敏感载荷方向与名义载荷方向角度差值，二次项系数为
[20]
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对于寻找最小化柔度问题，灵敏度取值为负，选取上述可能的最敏感条件中绝对值最大的灵敏度，代

入 MMA 算法中用于更新设计变量。 

2.3 算法流程 

为探究不确定载荷方向条件下无支撑结构的规避问题，得到具有实际工程价值的拓扑结构，具体步骤



 

 

如下：① 设定初始条件（材料参数、载荷条件等），定义设计域；② 计算单元刚度矩阵；③ 组装总体刚

度矩阵；④ 构建载荷方向不确定优化模型；⑤ 根据不同的扰动范围，计算敏感加载条件；⑥ 计算目标函

数和灵敏度；⑦ 判断是否满足收敛条件，是则输出优化结果，否则返回第三步重新优化，直到满足收敛条

件。 

3 数值算例 

3.1 无支撑结构 

导致产生无支撑结构的原因在于确定对称载荷条件下材料将最终被优化集中于载荷施加点附近，而与

约束位置无材料连接，使得所得到的优化结构在难以用于实际工程中。研究以经典确定对称载荷悬臂梁结

构为优化算例，探究不确定对称和不确定非对称载荷条件下，载荷扰动范围对无支撑结构规避效果的影响。 

 
图 1 设计域及边界条件 

Fig.1 Design domain and boundary conditions 

在载荷方向不存在扰动的情况下，设定有限元网格数量为 200×200，设计域左边区域完全固定，设计

域的右上方和右下方分别受到竖直向上和竖直向下的外力载荷，载荷大小均为 1 N，材料的弹性模量 1 GPa，

泊松比为 0.3，惩罚半径为 3，惩罚因子为 3，使用 SIMP 模型以及 MMA 算法对连续体结构进行稳健性设

计。图 1 为设计域及边界条件，图 2 为不同体积分数 f 下的拓扑构型及柔度值C 的大小。 

 

           （a）f = 0.2, C = 28.6987                     (b) f = 0.3, C = 26.5576 

 

 



 

 

  

 
(c) f = 0.4, C = 25.5831 

 
(d) f = 0.6, C = 24.7436 

图 2 不同体积分数下的拓扑构型 

Fig.2 Topological configurations under different volume fractions 

通过图 2 可知，在确定载荷条件下，施加对称载荷的悬臂梁结构仅在两端载荷点附近存在类似于米歇

尔梁的材料分布，而与设计域左边的固定约束端并无材料与之相连接，所得到的优化结构在难以用于实际

工程中。 

3.2 不确定对称载荷的规避无支撑结构 

载荷方向存在扰动的优化条件（设计域、载荷点、边界条件以及优化方法）均与载荷方向无扰动一致。

图 3 为不同扰动范围下施加对称载荷的悬臂梁结构的拓扑优化构型及柔度值C 的大小，研究选用的载荷方

向扰动偏角≤10°，体积分数为 0.6。 

 
(a) C = 24.7852, upper load (90°, 1°, 1°), lower 

load (270°, 1°, 1°) 

 
(b) C =25.0951, upper load (90°, 5°, 5°), lower 

load (270°, 5°, 5°) 

 
(c) C = 25.2894, upper load (90°, 7.5°, 7.5°), 

lower load (270°, 7.5°, 7.5°) 

 
(d) C = 25.4993, upper load (90°, 10°, 10°), 

lower load (270°, 10°, 10°) 

图 3 不同扰动范围下的拓扑构型 

Fig.3 Topological configurations under different disturbance ranges 

通过图 3 可知，施加不确定对称载荷的算例，由于载荷方向上的扰动，所得到的拓扑构型与无扰动所

优化出的拓扑构型有明显的区别。当载荷方向上的扰动为 1°时，保持了无支撑结构类似的构型，仅在设

计域的上下端生成了两个支杆结构用于抵抗载荷方向上的不确定。当载荷方向上的扰动增加到 5°时，为



 

 

了抵抗更大程度的载荷方向上的不确定，由结构中间部分生成了两个新的支杆与固定约束端相连，并且柔

度值也随着扰动范围的增加而增大。随着载荷方向上的扰动逐渐增大，拓扑构型虽大体保持对称性和一致

性，但是上下四根支杆所占用的材料体积逐渐增大，更有益于抵抗载荷方向上的扰动，柔度值随着扰动范

围的增大，有明显的增大趋势。综上所述，载荷方向不确定纳入结构设计过程中能有效的规避无支撑结构

问题。 

3.3 不确定非对称载荷方向的规避无支撑结构 

图 3 算例中载荷的方向虽然存在扰动，但是迭代过程中上下载荷扰动的范围是相同的，所得到的拓扑

构型是对称结构。为此，通过改变上下两个载荷的扰动范围，使用不确定非对称载荷方向验证所提出方法

的有效性。使用两个不同的区间变量对上下载荷的不确定性进行表征，为了简便运算，使用一阶泰勒公式

对灵敏度进行求解。 

柔度和灵敏度的计算公式与公式（5）和公式（13）类似
[19]
： 

 
0 0

, 0 +
C C

C C   
 

 
  + 

 

 (20) 

 2 2
, 0 0 0+

e e e e

C C C C 
 

 

   
  + 

        

 (21) 

式中：  和  分别为设计域上、下方载荷方向与名义载荷方向的差值。 

为了涵盖载荷方向完整的不确定性，用载荷的三个特殊方向，即名义载荷方向、载荷方向的上下边界

来近似代替载荷方向的不确定性。选取三个方向下绝对值最大的灵敏度用于代入 MMA 算法中更新设计变

量。下图为上下扰动范围不同的条件下悬臂梁结构的拓扑优化构型及柔度值C 的大小。 

 
(a) C = 31.9693, upper load (90°, 1°, 1°), lower 

load (270°, 10°, 10°) 

 
(b) C = 32.6201, upper load (90°, 5°, 5°), 

lower load (270°, 10°, 10°) 

图 4 上下载荷不同的扰动范围 

Fig.4 Disturbance ranges with different upper and lower loads 

与图 3(d)相比，图 4 的结果表明，随着上下载荷扰动范围差异的增加，结构的非对称性逐渐明显，且

非对称载荷对结构柔度的影响更为显著。 

4 结论 

本文研究了载荷方向不确定条件下扰动范围对规避无支撑结构的影响。采用区间变量来表征载荷方向

上的不确定性，选取载荷方向范围内对柔度影响最大的加载条件作为最敏感条件，利用泰勒公式求解最敏

感加载条件下的灵敏度，使用 SIMP 模型以及 MMA 算法对连续体结构进行稳健性设计。通过数值算例验

证了载荷方向不确定纳入优化设计中可以规避无支撑问题。得到以下结论。 

1）相比于确定对称载荷，考虑载荷方向不确定性的结构优化可有效规避无支撑结构。 

2）不确定对称载荷条件下，随着扰动范围增大，结构柔度呈上升趋势，载荷端与约束端相连的支柱结

构变多，结构总体保持对称性。 



 

 

3）相比于不确定对称载荷，不确定非对称载荷的非对称性对结构柔度的影响显著，且随扰动范围差异

的增大，结构的非对称性更为明显。 
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