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关 于 循 环 群 的 最 小 图

周 尚 超

数 学 教 研 室

摘 要

设队
��是 自同构群是�阶循环群

一

止 项点最少的 图的最小边数
，
当�不被 �

，
�

，

�整除时
，
本文得到 了队 ��的数值

。

本文还构造 了自同构群是 �阶循坏群 且 项 点

最少的��个 图
，
其中边数最小 的是��条边

。

一
、

循环群的图的最小边数

号�引 言

设����是自同构群是
�阶循环群且顶点最少的图的顶点个数

，
队�

，
��是群与�同构且有

二个顶点的图的最小边数
。

用日���表示日��
。 ，�����

，
文 〔 �〕 中提出求日���的问题 并 且 得

到了日���� ��
，
日���� ��

。

文 〔 �〕 中得到日��� ，
������

，
这里�� � �

‘

� �
， �是 素 数

。

文 〔 �〕 和 〔 �〕 都求过����
， ����的数值最后由�

���������在����年得到
，
但其证明未

见发表
。 ����的数值可由 〔 � 〕 或���� ������� ��������株 ����得知

。

当�不被 �
，
�

，

�整除时
，
本文得到了歇 ��的数值

。

我们对队助的数值的证 明蕴含 了对��时的数值 的 证

明
。

定理 � 则日��
’

�� ��
· 。

定理 �

设�� �是素数
，

设� � �，“ ，�� “ �

日�。 �� �万�
‘

�

…… ����
， �

，

� �是素数
，
则

�，

号�定理的证明

图�的顶点集用� � ����表示
，
边集用� 二 ����表示

，
�上置换�生成的 群 用 ���表

本丈第一部分完成于����年 �月第二部分于����年��月 � 日收到
�

��
�



示
， 。 变动的点集用����表示

。

设� � � 、 � �……叭是�不交的轮换分解
， �的单点轮 换 略不

写
，
用 ��

�
�表示轮换 。 ，

的长度
。
�的自同构群用��� � 表示

，
�的以�

、
为顶点集的导出图用

�
，
二 ��� �表示

’，
�

�

的恒等置换用
。
表示

。

邻接顶点�， �的边用 〔��〕 表 示 。 � 〔�，

�〕 表示

边 〔����，����〕 。 。 ���表示边集�� 〔�，

�〕 �〔�，

�〕 任��。

引理 � 设�叭 � 二 ���
， 。 二 � 、 。 �… …氏

， � 工 二 ���……�� ，
� 钾 �

，
则 一 定存

在�
，

��今 ��
，

使�与 �川 不互素
。

证明 设�与任意 ��
、

���斗 ��
，
互素

，
设 ��

�
�� � ，

��二 ���
，
�
，
��� ��� �

，
因为

� “
任����

，
�

�

中顶点都是��的不动点
，
护在�

�

上的限制是一个长为。 的循环
，
因此若

�任�
，，
�与�

、
中一个顶点邻接

，
则�

一

与�
，
中所有顶点邻接

。

设 ‘ ， 二 ��������� � 一 ��… ，

则易证
� � 任����

，
矛盾

。

系 � 设�吐� � ���
， � �

尧 � ， � � 。 �� �… … 叮 � ，
则�� �

。

系 � 设�吐� 二 ���是�
‘

阶群
， �

‘
斗 �

，

则 ��������
‘ � �，

这里�是素数
。

系 � 仪

��� �铆汗 �， �
‘

铸 �， �是素数
。

� � �

定理 �的证明 设 � 二 � ，� �， 。 � � ���……�
“

�
， � � 二 �� ��

· ·

… ��
，

设

�
�

�带 二 弋〔 � ，
�〕 ， 〔 � ，

�〕 ， 〔 � ，
�〕 ， 〔 � ，

� 〕 �，
� � ����“ 日 �

’

��� �
，
则

田�� ��
� ， 口 七

此若
一

�泛人吐�
，

����
。
丫

� � ��。
�
�中顶点的度都是 �

，
�

� 二 ��口
�
�中的度都是��

‘ “ ’ ，
因

则
�
不会把�

�

中顶点变为�
�

中顶点
，
因此

下 � 下 �� �， 二�
是�在�

�

上 的 限 制
。

设
� � ， 、 � �， ����� �

，
因为�

� � ���
�
�
� � �… …�

“

�是一个圈
，
因 此� 二 “ �

或 ‘ ， “ ���

���
，

����
�
一 ��

因此丫���任��

因此弋���任谧�

下
，

厄�和丈百
，

，� 二 。 。

设双�� 二

… … ，

设
� 、 � ������

�

����
�
一 ��

，

与 �邻接 的�
�

中顶 点集 是��
。

与 �和�
�

邻接的�
�

中点集分别是��
，
�

，
��和��

��酉�
�
了

。

与 �一

� �， 则� 一 ’ ‘ ���二 �
， � 一 ’ � � “ ，

�和 �邻接的�
�

中点集分别是�� 一 �
，

百�
，

矛盾
，

因此
� ， � 。 ，，

由此易知 ‘ � 二 � �，

� 二 口
，
即����中任意元是�的 幂

，
因此

一�一�一�一�

万
，

百�
，
因此议酉�任�万

，

万

���� � �� �
，
这就证明了

���
�

�� �
‘
� � �系 ��

，

》 ��
� 。

设�
��� 二 ���是�

。

阶群
，
�有�

�
� �个顶点

。

也 证 明 了队�
‘

�镇��
‘ 。

下 面要 证队�
�

�

由前面的证明知�是一个长为�
’

和 一 个
‘

一

长为�的轮换之积
。

设� � � 、 � �， � 、 ， � �，
�

，，

接
，
则�

，
中任意顶点都与�

�
中�个顶点邻接

。

�
�

等与前面相同
。

设 �与�
�

中
�
个 顶 点 邻

设�
，�
是一个顶点在�

，
另一个�

�

在的边的 集

合
，
则 ��

��

�� ��
‘ 。

设
‘ ， � ������

己

����
’
一 ��

飞二
�

厄���
·

… ， � ，

软下 丁�� 了二丁
�

丁不了��

� ’ �

… ，

� 一 �

「

二 ����

�十 �……

一 � � � ���� � �

�
。

设
� � �

，

则 易证， ，〔
·

�中����
，
矛盾

，
设� 二 �

，
�与 �邻接 则易证下 ，� �

任����
，
矛盾

，
设 � � �

，
�与

邻接
，
则易证

� 、 ‘ � 〔 ����
，
矛盾

，
因此� 》 �， ��

，�
�》 ��

� 。

用�
�

表示两个顶 点都在��

的 边 的集
。

设
。
� �

，
若 ��

�

�� �
，
即�

，
中任 意两点都不 邻接

，
则 易 证 ��

����
，
矛盾

。

设 〔�，

�〕 任�
、 ，
则口，

��
��

�》 ��
’ �

〔�，

�〕 〔 �，
�� � �

，
�

， … … �
’

��

�
’ ，

������� ��
、
��

��
�

�� �
，
则易证����

石万丁�……��公 〔 ����
，
矛盾

，

设� 二 �
，
��

，

因此 ��
�

��
�

�� �

��

��
� �����》 ��

。

�� �� 〔

因 此 ��
�

��

��� ����

证毕

系 � ���
’

�� �
‘ � �

系 � 设��� � 二 ���

��》 ��
� 二

�� ��
· ·

… �� �丁 酉… …下� ， � 二
��

，
则 ����」成



��

…
引理 � 设 � 二 �，” ’ �� “ �……�

� “ �

��
‘ 》 �

，
�

，

�
习�������乞 ��

、 “ ‘ � �、
�

，
则����簇

����
，
���

。 ， ������ �

�

证明 设�有
�
个支�

、， ��� �
，
�

， …… ， ��
，
����云

是�
‘ “ ‘
阶群

，
�
�

有 �
���

� �
，

冷

顶点
， ��

‘ ” ‘
条边

。

易知�。 ��是�阶群
，
因此���������

，
日 ��

。 ， ������ �习�
�“ ‘ 。

�

下面的引理 �是易证的
。 �

引理 � 设�与引理 �的相同
，
� � 福�

�� ‘ ，
�� ” ，……��“ ，， � �， � �，

一
， ���

，

�
�

簇 �� �簇 � ， �
是�中�� �个数的最小公倍数

， ��不是素数幂 ��二 �
，
�

， …… ，
��

。

设�
，， ��， …… ， �

二

都与�� ��� �
，
�

， … …��互素
，
�，
����《 ��总与某个� �不互素

�

则�中�十 �个数之和》 ���� 一 ��
�� �� � … … � ��

，
当且仅当� � �，

�� �时等号 成 立
。

引理 � 设
�
与引理 �的相同

，
则��。 �� �����习 ��

��‘ � ���
。

�

证明 由引理 �
，
只 要 证�����

����
。

设���� � �的 是�阶 群
， � � �声

�…… � ，，

�二 ��
，， � �， …… �

�

�
。

设�
，� 行 ��任�

，
卜�是�

�“ ‘
的倍数�

，
因为

�
是�中轮换长 的 最 小

公倍数
，
因此�

�

非空 ��二 �
，
�

， …… ， ��
。

设�
‘ � 行

，， 下 �， ·

�一
， ��

�
， 毛 任��

， 一

� ‘

中轮换可能有相同的
，
因此实际上�

‘ 二 �，
， ，�� ，…… ，

戈
� 、
������ ����

。

设� � 川
� �

�
，

��
�

�
， …… ，

��
�， �
��

，
则�是引理 �中的那种数的集合� 这些数的和》 ���� 一 ��

，� ��十 …

… �

���
。

设 ��
，
�� �

�。 ‘
即� �

的长度与�
，
中其它轮换的长度都互素

，
根引理 �

，

存在
� 任�，

二不 〔 �尹，
��

�

�与 日不 互素， 即 卜�二 �
���，

对 于 �� �
，
�

， …… ， � ，
都 存 在

��‘ 〔 �，
，�‘不 乙�

‘ ，
使得 卜

�‘
�二 �

���， 易证�的不在�
‘

中的轮换长度之 和���十 �� 十 …… � �
二 ，
因

此 ������》 ����
， ����》 ����

。

系 � 设� 与引理 �的相同
，
人二 � � ���是�阶群

，
�有�����个顶点

，
则� 二 。 ，� �� �

砚
�

·

… �
瓜

，

��，� � �
， “ � ，

同
二 �、

��� �
，
�

， ·

一
， ��

。

定理 �的证明
，
由引理 �

，

只要证队
��� �叉�

， “ ‘ 。

设��� � � ��� 是 � 阶 群
，
� 有

�

����个顶点
。

设�与系 �的相同
，
设�

， � ���
，

盯�
， � ， 二 �� �

， · ·

… �
，�‘
�

， � � 二 �了

酉… …瓦�
，
�

� 二 ���
�
�
，
�，，

是一个顶点在���
，
�另一个在 ��云�的边的集

。

设�不 乙�
，，

由弓�理 �的证明可知若�与���
，
����瓦 �� 中一个顶点邻接

，
则�与���

，
� ���云�� 中

所有顶点邻接
。

这样
，
若，任� ��� ，， ，�不把���

，
�中顶点变为��不�中顶点

，

则
� 〔 ��� �



如同定理 �证明那 样
，
可 证 ��

�，

����
�“ ‘ ，

若� �� �
，
则 �� ������

�
����》 �

��� 。

设

� � 二 �
，
� ���

� ，
�� 和� ���云�� 中有一个不是零图 �任意两点都不邻接的图�

，
则

田��
�

��》 �� �。

设 �个都是零图
，
� ，
的顶点与不在�

�

中的顶点都不邻接
，
则 ��丁���

瓦� …… ��
，
百� ‘ ��� �

，
矛盾

。

设 �与��蔺�中的顶点邻接
，
则��石�中所有顶 点 与

� �不�中所有顶点都邻接
，
这样的边有�

��
、

条
，
把 〔卫罕勺 条加到���

、
�中来计算

，
则

‘

����
�
��》 ��，，

同 样 ����
�
�����

，�工

��� �
，
�

， …… ��
，

因此 ������� �习 ���‘

�

����� �艺 �
，�

� 。

�
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�
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�

�

�
， ‘
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��、
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�

冬工����
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�
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�

�
�

����
�

� ������
，
���一���
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�
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����� ���� ��

，
������ �

一

��
�����

， ����
，
中译 本

，
图 论
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李慰首译
，
上海科学技术出版社

，
���。年
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二
、

循环群��的最小图

任给�阶有限群�
。 ，

������
，
�构造出自同构群与�

二

同构的 图 � 〔 �〕 ， ���一����
，

但这种图具有较多的顶点
。

具有给定群且顶点或边数最小的图被许多作者研究过
。

���
��

��

���
�
给出了具有与�

。

的群同构的群的图的最少顶点数��动 �〔 �〕 ，
���� 但没 有 发 表

。

当�是素数时、 ���������构造出�
，
的顶点最少的图�〔 �〕 �， 他的��

和�
�
的图分别具有��

和��条边
。
���

���和 ������构造的�
�
和�

。
的图分别有��和��条边 ④，

并且这是边的最小

数目
，
他们也构造了�

‘
的图

，
具有��个顶点和��条边

。
�������五��的�

‘
的图有��个 顶 点

和��条边 ④ 。
����年 ������ 在给 �王���� 的未发表的私人通信中说

�
一定存在�� 个顶 点

，

��条边的�
‘
的图 ④ 。

我们构造出自同构群为�
‘
且顶点最少的图

，

其中边数最少的是��条边
。

根据����������的公式
，
����二 ��

。

这��个图的顶点集都 用�表 示
，
� �� ��

， �
，
�

， ��

�，
�

，
�
，
�， �，

�
，
�
，
我们用 �� ������ ������ �� ��表示�上的一个 置换

，
由 �生

成的群用���表示
。

这��个图用��和瓦表 示�主� �
， �， ……， �， �

，
这 里 瓦是�

�
的补图

，

它们的自同构群都是���
，
我们仅对�

，
进行证明

，
其它几个的证明是类似的

。

图�给出了�
�

和�
�。

、、 、 镶镶
丫丫���

州州州
矛矛

。。

洋洋������ ���

《 �

�
�

的群是���的证明
。

易知�之 ������ ������ �� ��是�
，
的自同构

。

奇数顶点的 度

是 �
，
其它顶点的度都是 �，

因此若�是�
，
的自同构

，
则 ����〔 ��， �， �， ��

，

��� �
， �，

�， ��
。

与 �令肠接的顶点集�工
，
�

，
�

， ��以及 �这 �个顶点的导出子图具有 �条边
，
与

�

邻接的顶点集��
， �， �， �硅以及

�
这 �个顶点的导出子图具有 �条边

，

因此���� 〔 ��，
�，

�
，
��

，
���� �

，
�

，
�

，
��

，
���

，
��� ��

，
��

。
����二 �一乡 ����� � �

二
������ �

， ����� �
。

����� �一乡 ����� �
，
����� �

。

����� �
二二

兮
，

����� �
。

最后����� �
，
����� �

，
����� �

，

因此�
�二 �

是恒等置换
，
即由����� �可 推 出��

� 。

设����� ���
，
则 �一�����二 �

，
于 是

�
一��二 � ，

�� 护
，
即群中任意元素是 �的幂

，
因此�

、
的群是���

。

证毕

图 �给出�
。 ，
�

‘ ，
�

，
� 。 。

用�
�

表示�
�
的边数

，
我们有�

， 二 ��
，
�

一

二� � ��
，
� 。 � ��，

�
‘ 二 ��

， � � � 。 � ��
。
�

�

和�
。
的顶点的度序列分别是 ��

，
�
，
�， �

，
�
，
�
，
�
，
�

，
��



��和 ��
， �， �， �， �， �

，
�， �， �， ��

，
因此这 �个图是互不同构的

。

瓜 ��� �
，
�

，

，
��的边的数都大于��
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