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钢筋混凝土有限元模型的研究
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本文建立 了一种用于分析三维钢筋泥凝 土结构的钢筋混凝土实体等参元
，
在这

种单元 中
，
钢筋是直接包含在混凝土 中作为整体来考虑的

，
因此用这种单元作为有

限元模型具有节点数少
、

离散化方便
， 而 又具有精度高和能反映钢筋作用的优点

。

通过用本文编制的程序计算及与理论解和其它数值解的比较
，
证实 了这种单元的有

效性
。

关抽词
�
钢筋混凝土， 有限元

� 引言

钢筋混凝土结构是 上木工程巾最常见的结构
，
它广泛应用于房屋建筑

、

桥梁
、

隧道
、

地下

基础及海洋工程中
。

目前对钢筋混凝土结构进行力学分析的较有效的方法是有限单元法
，
但

从 以往发表的文献看
，

大部分作者或是把钢筋看作独立的离散杆单元 汤 ③ ，
或是采用 换 算

截面的方法将钢筋的作用折算到混凝土单元中④ 。

在把钢筋看作离散杆单元的 模 型 中
，
单

元数和节点数大量增加
，
导致计算机容量和计算费用的增加

，
这将是很不经济的� 在采用换

算截面的模型中
，
它具有计算精度低和反映不出钢筋效应的缺点

，
因此以上两种方法都没有

很好地解决钢筋混凝土的结构计算问题
。

文献 〔 �〕提出了用于混凝土结构分析的一种新的八

节点实体
一

单元
，
该文的作者把钢筋看作八节点平行六面体混凝土单元的一部分

，
将钢筋的刚

度迭加到混凝土的刚度中
，
形成了钢筋混凝土单元的刚度矩阵

。

但文献 〔 �〕的讨论仅限于平

行六面体单元
，
在实际工程中

，
有各种各样形状的构筑物

，
仅用平行六面体单元只能解决一

些规则建筑物的结构计算
，
而且文献〔 �〕的方法规定了钢筋的布置必须与单元平面平行

，
因

此该文有很大的局限性
。

本文在文献 〔 �〕的基础上
，
发展了一种用于钢筋混凝土结构分析的

八—二十变节点钢筋混凝土等参元
，
这种单元具有一般性

，
且钢筋的排列不受限制

，
因此

，

采用这种单元作为有限元模型具有节点数少
、

离散化方便
，
保证精度和能反映钢筋效应的优

点
。

通过用本文编制的程序计算及与理论解和其它数值解的比较
，
证实了这种单元 的 可 靠

性
。

本文于����年��月��日收到
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基本假设与有限元方程

�
�

� 基本假设

假设混凝土在出现裂纹以前相当于线弹性均质体
，
并且在混凝土和钢筋之间有牢固的粘

结力
，
后一个假设保证了钢筋和混凝土的变形是一致的

，
从而对两种结构都可以采用相同的

形状函数
。

�
�

� 有限元方程

钢筋混凝土单元的总位能泛函可以表示成

� 二 �� � �� � � ���

式中
�

一

诀为混凝丸应变能
�

一

��
为钢筋应变能， �为外荷载位能

。

引人位移播健爵致�
， 。

则�� �式可写成
‘ 介 奋 了

一
，，

� � 、 ���
。 �

少丛 ，。 �

丁
。 �

少旦测
。
�
二

生
’

�
。
少少

。 一�
�

丁
�

。

互
�

少�
�� �

式中
�

三为钢筋混凝土单元的节点位移向量，

�为位移一应变矩阵，

��
为混凝土的弹性矩阵，

��
为钢筋的弹性矩阵，

卫
、

二分别为体力向量和面力向量
。

对 �� �

��� �

式变分
，

��

即可得到钢筋混凝土单元的有限元方程

�
�� �

其中
�

丝
�为混凝土的刚度矩阵

，
由下式给出

竺一�
。 。
旦

丁

旦
。
旦�。

丝
�
为钢筋的刚度矩阵

，
由下式给出

丝
� 二

�
。 �

卫
�

卫
�

旦�。

卫为等效节点力荷载向量
，
由下式给出

卫
·

丁
。
少 ， 。 十

�
�

。

犷 二 � �

�� �

�� �

�� �
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钢筋混凝土单元的刚度矩阵

混凝土的刚度与弹性矩阵

混凝土单元的刚度由下式给出

丝一��
，

��
�

丁�
，
旦

�

旦
·
卫卜

。

阵
�。 �� �� �

式中
�
��

。
�为�

�����行列式
。

混凝土的弹性矩阵为

�

�

��
��一 林 协 卜 � �

一 件 卜 � �

一 拼 � �

产

��
�

�

�…
�…
�、、

� � �
��

��� 卜���
一
�协�

�一 �卜

�
�� �

对称

�一 �协

�

�一 �协

�

式中
� ��和卜分别为混凝土的弹性模量和泊松比

。

�
�

� 钢筋的刚度

钢筋在实体单元内的方向可以是任意的
，
不失一般性

，
假设钢筋在单元中的排列如图 �

所示
，
钢筋的位置由三个节点的坐标确定

，
钢筋的刚度方程是

� ， �
�

�

一 �‘��

采用自然坐标
，

�� � � ���

如图 ��� �所示
�

竺
� 一 “ �

��
�

卫
‘
旦

�

且

上式中
，
� �
为钢筋的横截面面积

，

�� �

则上式可以写成

�月 ����

计算矩阵�时
，
用定义实体单元的形状函数及其 导 数

，

因为根据假设混凝土和钢筋的变形是协调的
。

计算 ��
�
�时

，
用定义钢筋单元的形状函数及其导数

，
由于线积分是沿钢筋进行的

，
因此

，

��
�
�为

，‘�，�
了�箭

一

�
� ·

�
一

汁�
� ·

�
一

羚�
�

����

其中
�

巡
�

二�

�月
��

， �， �
轮换 � ����

�叉二

一一
�一月�一�
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各
户

� ���口口
行行乙 闷

一一
��� 爹爹

�� �整休坐标 系中的单元 ���自然坐标 系中的单元

� 勺

�� �自然坐标 系中的钢筋单元
�

图

� ， � 告 �月 一 ��月
， �� � �一 月�

�

�
� � 去 �刀 � ��月

。 �
，

下节丁一 � 刀 一
一

之
。 ��

。 �
。 � 。 �

，

万 井 � 一 乙 月
，

一
� �十 含

心 �� 刁 ��

����

‘�只�仁

刚度矩阵 ����式是用数值积分计算的
，
本文采用�����积分方案

，
为便于积分

，
需把 高

斯点处的整体坐标转换为 自然坐标
。

设高斯点处的整体坐标为��
，

几
， ��，

在 自然坐标系中对应的坐标为 既
，
飞

，
既

，
对 于

图 �所示的情况
，
由于月是沿钢筋的切线方向如图��

� �
，
当采用高斯积分方案时

， 月 。 是 已

知的
，

由此可求得��
， ��，

即

厂 �

�
�� �

芝 ���月� ��
�

� �“ �

只
� �

�
�� � 叉 ���月� ���

七 �� �

����

对应的息
。 ，

乙�可近似按下式计算
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之。 �冬�
� 。 一 � 。 �

肠

����

屯
。 �

落
一

��。 一 �。 �
‘

‘��只��仁

式中
� �， �

分别为实体单元沿�， �
方向平均长度的一半

，
丸

，
��为实体单元形心的坐标其值

为 �参见图 ��� ��

��
� � � ‘ � � � � � �

�一 “
� � · �

一
，

�
�一�

一一�

一言…
‘

一
� � “ � ’

����

一 ��� � � 。 � � ， � �� �

�� � �
�

厂
� ‘ 、 “

� � � · � � � � 工 � ，� ‘ � � � � � � � 。 � � �

� 〕
����

‘
一音〔 ‘ 一 � 一 � 一 �一 ，� ‘ 一 � 一 � 一 � 一 �〕

厂��弓��七‘�，弓�，七

����式代表的是一根钢筋的刚度
，
如果单元包含 �根钢筋

，
则有

�

� � 二 叉 �� ， ��

一 �二 � 一
����

式中
，

�丝
� �

】 二 �� � �
。

��
，
旦

�

旦
�

旦�
‘ �

�
��

� 钢筋在整体坐标系中的弹性矩阵�
，

沿钢筋的切线方向
，
建立局部坐标系�，

， �‘ ，

�夕，
其中�， 同钢筋的切线方向一致

，
如图 �

，
�， 、

�产
、 �产

相对于整休坐标系�， 了， �
轴的方向余弦分

别为�
，， � �， � 、 ， ��

，
�

�， � �， �
�， � �， � ��

钢筋在局部坐标系中的应力一应变关系由下式

给出

����

� ‘ 一

�� ， � ����

图 �
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�������卜����
‘�

‘ 、

护�������八八汽

�
���、����七�

︸八�︸��︸血�
﹄“跪�� � �

� �八�八�

︸
们��

�

�

﹄��日

对称 �

一一

������卜��������’�，’��，可昭叮厂��
�
只
�
，�仁

� � �， � ，

����

其中
� ��为钢筋的弹性模量

局部坐标系和整体坐标系表示的应变之间的关系可以表示成

�， � �
�
� ， � ， � �

。 �
����

其中
�

二
， ，
二

，

叮及 竺分别为局部坐标系和整体坐标系中的应变向量和应力向量
， ��为应

变转换矩阵， �
。
为应力转换矩阵

，
其值为

站叭叭以叭站
� 一� � 一�

� � � � 么 �

�
� 忿 � � �

川 �� 么 � �� �

� �� � � 艺� �

� �� � � �� �

�一�
�

��� �

�
�� ，

�
�
� �

��� 。

�
�� �

百几，︺

��二，��

����
����

�
�������

‘�且�卫人
�且月，�且

一一瓜一

� ��

� ��

��

�
。 �

�
� � � � �

����
、

、、‘

�
��

��
��卫���������‘产忿�����片」

���
�� �

� �� �

�
�� �

�� ��� �

�� �� �

� �� �

��
�� �

���� �

��
�� �

���� �

���� �

���� �

� ��� �

� 之� �

� �� �

� �� �

川 ��� �

���� �

�� �� �

�� �� �

�� �� �

�� �� �

�� �� �

��� �� �

�� ��
，

�� �
��

�� �
�
�

�� ���

�� ���

�� �
��

�自邝�
户�玉

���，��
�

��
，，�

����
���命山�

，��且月且����，月�‘�
�
�心��

了
����
�

�
�

�
����

�
�
�

�

容易验证有下列关系式

�
� 一 � � �

。 �， �
，一 � � �

。 �

����

由此得

� � �
� 一 � �， � �

�� � ，

����

� � �
。 一 � �， � �

。 � � ，

����



第 �期 雷晓燕
�
钢筋混凝土有限元模型的研 究

从 ����
，
����两式

，
得到

� � �
。� � ， 二 �

。�� �， � ， � �
�� � �，�

。
� � � � �

其中
�

旦
� �

三厂士
‘

玉

其显式为

����

����

、、

�
�����������������������������������了��

“
� �

� 一�

�一
�� ��

� 一名� �

� 一�

���� �

��� 一�

���
，� � “

�
，�� ， �

����

对称

���� �� �

� ��� �

� �� 五�

�
�� ��� �

� ��� ��

�

钢筋在任一点的
一

切线方向与整体坐标耘 �� �
轴的方向余弦�

，，

�一
“ � �

�一� 一�� �

�一� 一�

�
��� �� �

��� �� ，�

�一�� ��

�

…
�
�

� �， � �，
可由下式计算

�一点 兰
�

���� ��
�

� �了 � � � ��

� ‘ 一

而前
， ” ， 一

丙
�

百而
一 ����

其中
�

��
�
�按 ����式计算

， 尹冬
，

理各一婴
�
按 ��劝 式计算

。

� ‘

�� ‘ �� 诊 ��

在实际计算中
，
����式通常是用数值积分计算的

，
也即

����� 二 ��� � �� �是
， 月�

，
屯��

�七一

� � �月，� � �邑�
， 二 、， 之��

·
厂弓�习

、
��

� �月���� �月，� 卜
�

����

其中
� � �” ，

�为高斯点处的加权系数� �为高斯点总数
。

� 应力的计算

求解有限元方程 �� �
，
可得到钢筋混凝土单元的节点位移

，
有了节点位移

，
即可分别

求出混凝土和钢筋内各高斯点的应力
。

�
�

� 混凝土的应力

混凝土的应力可由下式求得

�� 二 � � � � ����

�
�

� 钢筋中的应力

钢筋中的应力可由下式求得

� � � � � � � ����
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� 数值算例

对以上介绍的钢筋混凝土有限元模型
，
我们编制了计算程序

，
并刘三个工程中的实例进

行了计算
。

�
。
� 均匀拉伸的钢筋混凝土柱

结构的几何尺寸和受力情况如图 �所示
，
混凝土柱中对称布置了两根直径为 小 � ��� ��

的钢筋
，
钢筋的弹性模量为�

�二 ��������
，
混凝土的弹性模量为�

。 二 �������
，

泊松比 为
�� 二 �

�

��， 钢筋混凝土柱的一端作用有�二 �����的均匀拉力
，
钢筋混凝土柱分 成 � 个 单

元
，
��个节点

，
有限元计算结果与理论解的比较见表 �

。

��� ���…川 ���噶噶俐俐���
二

一

����� ��� �������

����� �����
一 头一一

一 �������

、、
护

一一 ����� ��� �
一夕一 一一一一

丫丫丫丫丫丫丫丫丫
��� �����������

�����������

�图中单位
� �� �

了 ，

一
功
� 砂

�二
肠

江土

良澳

日 �

单单元
一

号号单元形心处混凝土应力力 钢筋中点处应力力 最大轴向位移移

本本本文解解 理论解解 本文解解 理论解解 本 文 解解 理 论 解解

����� �
。

����� �
。

����� ��
。

����� ��
。

����� �
。

����� �
。
�����

����������������������������������������������������������������������������� ���

』』

��� �
。
����� �

。

����� ��
。
����� ��

。
����� �����

�����������������
一一一 �

。

����� �
。
����� ��

。
����� ��

。
���������

�����������������

����� �
。
����� �

。

����� ��
。

����� ��
。
���������

��������� ��
·

��� ……………����� �
。

����� ����� ��
�

���������

��� ����� �
。

�������������

注
�
表中应力的单位为��

。 � 位移的单位为
�二

。

�
。
� 受纯弯矩作用的钢筋混凝土悬臂梁

结构的几何尺寸和受力情况如图�所示
，
在混凝土的受拉区布置了两根直径为 小二 ����
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的钢筋
，
钢筋的弹性模量为�丁� ��������

，
棍凝土的弹性模量为�

� 二������
�，
泊松比为

� �� �
�

��， 梁的一端作用有成线性分布的荷载
，
其最大值为������

。
悬臂梁被离 散 成 �

个单元
，
��个节点

，
本文计算结果与文献〔 �〕计算结果的比较见表 �

，

沙
、
� � �

川川 �������
州州州

】】 奋奋 上上奋奋 一

丰准准
���

�卜 一一 一尹一一
��� ��������

今今
��� ��� �

一户 一一 一 夕夕��
�����
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结构的几何尺寸及受力情况如图�所示
，
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的变化见图 �
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从上述计算可以看出
，

本文所建立的钢筋混凝土单元的有限元模型具有降低节点数
、

单元

离散容易
，

保证精度和能反映钢筋处的应力状态的优点
，
这种模型为钢筋棍凝土结构的三维
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应力分析提供了一个有价值的分析方法
。
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