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本文从区分非方法性学科和方法性学科入手
，
一方 面狭 义地分析 了数学化

、

公

理化和形式化的基本功能和 日标
，
从而得 出结论

�

按上述顺序
，
这

“
三化

”
形成 了由

低到高的三个层次
， 时它们的逻样要求依次提高

，
使用限制依次严格

。

另一方 面
，

从广义上综合
， “
三化

”
又同属方法性学朴范吟

，
它们语言相通

，
推理的逻辑基础 相

同
，
因而在应用中互相渗透

，
交 触 璧合

。

最 后简述 了
“
三化 ” 产生和发展的 历史

，

指 出它们是一脉相承的
，
公理化和形式化实际上也是广义 的数学化

。

关健词
�

数学化� 公理化� 形式化� 数学方法� 公理方法� 形式方法� 方法性学科

数学化
、

公理化和形式化
，
以下简称为

“
三化

， ，

是在数学方法论这一领域内经常遇到

的三个概念
，
它们分别是对数学方法

、

公理方法和形式方法在应用时的别称和结果
。

所以
，

讨论数学化也就是讨论数学方法及其应用
，
等等

。

为便于讨论
，
首先应对非方法性学科和方法性学科有一个基本认识

。

前 者 以客观规律

为研究对象
，
如各门自然科学

、

技术科学及社会科学� 后者以研究客观规律的方法为研究对

象
，
如逻辑学

、

数学
，
以及近代兴起的系统论

、

控制论
、

信息论等等
。

对非方法性 学 科 而

言
，
研究客观规律固然需要

，

一定的形式结构
，
但整个研究过程都不能脱离所研究的 具 体 内

容
。

例如研究力学
，
对力

、

质量
、

加速度等概念
，
先应有具体明确的定义

，
然后才能讨论它

们之间的关系
。

但是
，
许多具体内容迥然不同的客观现象

，
却可能有相同的形式结构和处理

方法
，
由此

，
建立起方法性学科来纯粹研究这些形式和方法

，
就不仅成为可能

，
而且

一

十分必

要
。

这是因为
，
第一

，
方法性学科可以运用简洁统一的形式语言 �符

一

号
、

公式等� 进 行 研

究
，
方便而又精确� 第二

，
只有把形式和内容分开

，
暂时舍弃各种具体内容而专门 研 究 形

式
，
才能使方法性学科获得独立发展和走在应用前面的能力

，
最终促使非方法性学科更快地

发展
。

例如
， “

一个变量随时间而变的变化率与该变量本身成正比
”
这种规律

，
在放射性元

素衰变
、

物体冷却
、

电容器放电
、

人口增长等许多客观现象中都存在
，
在数学中统一地用微分

本文于����年 �月� 日收到
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方程
斋

� 一 �� 表示
，
求出其解二 � 。 。

一
。 一

���后
，
就可用它分别解决各个实际间题

。

“
三化

”
的概念显然都属于方法性学科范畴

。

若狭义地分析
，
它们存在原则性区别

，
分

属不同的方法层次� 若广义地综合
，
它们又互相渗透

，
融为一体

。

“
三化

”
功能不同

，
目标各异

，
显出层次性

我们先分别狭义地从
“
三化

”
的通常含义

、

语言工具
、

论证手段和检验方式等方面分析

它们的基本功能和目标
，
从而考察它们的层次区别

。

�
�

� 数学化和数学方法

通常所说的数学化
，
就是用数学语言对研究对象进行量的表述

，
并用数学运算或其他数

学推证方法进行计算和论证
，
其目标在于得出刻画对象本质特点和变化规律的定量化结论

。

数学语言通常有数字
、

符号
、

公式
、

方程
、

图表等等
，
它们都直接或间接地反映了对象

的数量特征
。
当然

，
数学语言一般还需与所研究学科的专业术语及自然语言结合使用

，
才能

执行数学化的使命
。

数学论证手段
，
首先有各种数值计算方法

，
其次还有大量非数值计算的逻辑 推 证

。

何

如
，
描述力学或电磁学中振动现象的许多微分方程都难以计算求解

，
却能根据微分方程定性

理论
，
对解所表示的运动过程的趋势 �如稳定性�

，
或所有可能的运动状态 �在几何上表示

为积分曲线的全局分布�作出准确判断
。

数学化的主要途径
，
是针对所研究的实际问题提炼

出数学模型 �例如微分方程就是一类常用的数学模型�
，
它们鲜明地刻画了研究对象中各因

素的数量特征及其关系
，
通过对模型的求解或分析得到结论

，
并反演回实际问题中去

。

数学化的基本功能是使研究定量化
，
即使是没有具体计算的定性分析

，
由于仍是采用简

洁的数学语言严密推证
，
故也呈现出定量化特征

，
而与只用自然语言分析不同

。

数学方法应

用极广
，
实例俯拾皆是

，
不仅应用于非方法性学科

，
也应用于方法性学科

，
因为这两类学科

都具有许多数量特征
。

毋庸多说
，
数学化的正确与否

，
必须经受客观实践的检验

。

�
�

�公理化和公理方法

通常说的公理化
，
首先是指所谓实体公理化

，
或称为非形式公理化

，
这是当一门学科已

积累了丰富的研究成果之后
，
对它进行全面整理

、

重建和提高的理论方法
。

具体来说
，
公理

方法就是从一组不加解释 �多为不释自明�的初始概念
，
和一组不加证明 �多为不证自明�

的初始命题一一公理出发
，
按给定的推理规则

，
重新定义出其他各个概念

，
推证出其他各个

命题一一定理
，
从而把该学科的主要成果

，
重新整理成有严密逻辑结构的演绎系统

，
即公理

系统
。

初始概念
、

公理组及推理规则是公理系统的基本组成部分
，
不同的公理系统其推理规

则大都相同
，
所以

，
决定一个公理系统的关键是确定一组初始概念和一组公理

。

实体公理化仍使用所研究学科的专业术语和 自然语言
，
以它们为主要表述工具

，
同时使

用一些数学语言及其他符号语言
，
这就使读者在推理时既能熟悉具体的研究对象

，
又能得到

形式论证的要领
。

所 以
，
对不能脱离具体内容进行研究的非方法性学科

，
实体公理化是行之

有效的必要方法� 当然
，
它也经常用于方法性学科的初等公理化

。

在科学发展史上
，
诸如牛

顿从若干基本概念和二个丛本定律出发
，
推证出经典力学的全部结果

，
欧几里德对几何学进
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忆

行公理化重建
辛 ，

就分别是两类学科公理化的典生例子
。

实体公理化的推理规则主妥是演绎法
，
这是一种必然性推理方法

，
在逻辑上极为可 介

。

而且
，
演绎法己形成一套固定的逻辑格式

，
使少诗很方便

。

所 以
，
买体公理化也瓜一类

�

赶只生

理过程规范化的方法
�

从公理出发为证明几
一

�
�怒

、

厂格的
，
即只祝 以公理为浓洲

，
遵衍 已明确

规定的推理规则进行
，
绝不能在证明过程中附加

夕
刹己前提或运用共他规贝�

。

实体公理化
�

论毖本功能是对所研究的学 歼进行逻辑重建
，
演泽地展开理论的全揪内容

。

其目标在于
� “

提供对
‘

科学理论灼静态说明
’ ，
而且仅仅是为了一个特定时期的特定理论提

供一幅青析 准嵌
、

的图画
。 ” �弓�自〔�〕�但在整理 已有成果以�司时，

利儿公理方法还可能定

义出新概念
，
推导出新定理

，
从而 讨己有处论进行必要狱砂补充

、

完善朴扩展
。

并且
，
刹用公

理方法不仅能重建已有的学科
，
还对创建新学科有重要作用

，
这一般 可通过改变侧妃拟念或

公理组内容的方式进行� 最著名灼例子是
�

通过改变欧氏几何公丈
�

�工系统中气
一

�二行公 �
一

片�色建

非欧几何学
。

这种理论诞生于逻辑思维
，
担以 沂也必须得到实践验汪才能真」，一碗立

。

然而
，
不论是重建或创建蛇公型化学科系统

，
西先都应得到理论上时 认叮

。 ‘�寺别对方汀性

学科
，
判断其公理系统是否正确完善

，
首先必须验证该系统是否符合相容性

、

独
。�性和完备

�性这三条逻辑准则
。

相容性是指由该系统不会儿出两个互相矛盾的结米� 独立性是指该系统

的伍一初始概念都不可白其他概念或命题足又出
，
汪一公理也不可由它们推异出

，
甘则就没

有必要把它们作为初始概念或公理 � 完价忆二则指出
�

对一个已经能完美地展示学
一

科玉�汀全部

内容的公理系统
，
不能删除

、

均加或史换其任何初始概念和公理
，
否则

，
如上述儿何学的例

子那样
，
该公理系统可能变成另一巡论门公理系统 �但当该学科有重大发展

，
现有的公理系

统 已不适用
，
作这类改变就有必要�

。

要严格证明�如下所述
，
但不可能彻底证明�一个公理系

统是否符合这三条准则
，
必须运用形式化方法

。

对非方法性学科来说
，
检验其实体公理化结

论是否适用
，
直接的办法一般仍然是

�

考察其公理系坑是否完美无误地展示了这门学科的全

部内容
，
是否精辟清晰地刻画出了其问的逻辑关系

。

�
。
�形式化和形式方法

褚仅据本文开头的分
一

沂
，
广义地说

，
一切方法性学代的应爪都是形式化

。

但通常所�兑
�

的形

式化
， �是较狭义地理解比

， ‘

己实际上是公理 丁斟
�

勺高级址态
，
主要折效

。一生逻辑方法
，
达是完全

采用符 号语言
，
把推理过程演算化的公理方法

。

它有两个基本令韵从
�

弟一
，
严格实行一词一义

。

这个
‘ 、

义
”
不是指针对某个具体刘象

�…引勺容，
加是笼扮

一

廿或

公式所代表的逻辑意义
。

对每一个符
一

号或公式
，

其逻辑意义应唯一叭石晰地确定
，
不 牛注河

含糊
。

这样
，
刁

‘

能在资算过袱中
，
抽掉概念或命题 �即

�

汾号或公 弋�原有幼井体内打
，
只研

究其间的逻辑关系与结构
。

运用形 戈方法建立公几只�完时
，
妥把初始概 忿

、

公 户‘
洲 “沙

一 ‘

脱州

始公式 知公式变形 �即疚算�
�

一
之公理京统

，
简称形式系统

。

又
一

住势
，
达 叹汇

‘

沁初厂分毛�代 乙以作为逻辑演算起户
、

的初始行号
、

休公理系统进一少抽象成为脱离具体内容巨

帝 后 未
，
希尔 仁

‘

特 又 井
�

典名著《 几何基础 》 中对
一

欧氏几 河公淫 系倪 寻次方建
‘

乙议士 二口么

虽仍 泛闪 几 何语言进行衣述和
一

沦证
，
仁这种表述和论证还可 以 在几仃子 以 夕�

、

的代欲 李
、

戒
�
乍

找到其运用付 象
，
日而

‘

言实沐上 已是一 汁
一

沁成 灼耳
、 、
介理 系统

。
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第二
，
把推担过程完全代换为由符号和公式组成的演算序列

，
演算的最终结果就是推理

的结论
，
从而就把推理的有效性问题转化为演算的正确性问题

。

例如
，
命领演算的目标是把

永典式 �即重言式�组成公理系统
�

在演算中
，
简单命题变项的取值只有

“
真 ” 或

“
假

”
两

种
，
这取决于它们

一

垦否符合客观具体情况� 在此前提下
，
由这些变项及常项组成复合命题公

式并进行演算
，
若对备变项的任何一组取值

，
复合命题公式都取

‘ �

真
”
值

，
则称之 为 永 真

�

人
。

又如
，
在进行电路分析时

，
利用命题演算中的优析取范式原理

，
可以迅速完成诸如多个

开关控制一 个屯器等各类复杂电路的设计
，
利用命题公式的等价关系又可准确地简化一个复

杂电升� 若不用这些演算方法而直接进行设计或简化
，
是极为困难的

。

然而
，
特别在数学领域内

，
形式化的功能不只是使推理简单明确

，
亦即其 目标不只是象

实体公理化那样
，
只能对一门

�

学科作较一般的逻辑重构和展开
，
一个形式系统可以有多个不

同的适用对象
，
而主要在于论证这门学科作为一个逻辑系统的可靠性

，
即推理是否 逻 辑 有

效
，
结论是否逻辑相容 �不 自相矛盾�和完整

。

这就意味着
，
作为公理化的高级形态

，
对形

戎化方法更有一 个检验形式系统是否满足公理化三条准则—其核心就是可证性
，
即推理的

可常性一一约间题
。
比起实体公理化来

，
形式公理化必须而且可以在一个较高的水平上做到

这一 左
，
即

一

可以在语法和语义的基础上进行严格论证
。

例如对命题演算系统
，
是通过证明该

系统中所有可推导防结论都是永真式来验证其相容性的
。

但即使对形式系统
，
也不可能彻底

实现验江其可证性的日标
。

这是因为
，
哥德尔不完备性定理 已指出

� “
任一 �以形式算术系

坑为子系统灼�形式系统
，
如果是相容的

，
�

则在该系统中一定存在这样的命题
�

它 自身及其

否命题都不能在此系统内得到证明
，
因而该系统不完备

” 。

这样
，
对一个形式系统应当满足

价最重要标汉一一相容性门证明
，
不可能在该系统内部完成

。

这就说明
，
不能单纯依靠形式

系统 自身的力 紧解决其可靠性问题
，
最终还必须依赖于哲学的分析和实践的检验

。

挺
�

�
‘ �

三化
”
的层次性

由上可见
， “ �

三化
”
的基本功能和目标称存在着明显的差异

，
这可归纳为以下两方面

�

第一 ，

就对
“
三化

”
的逻辑要求而言

，
对数学化的目标一一定贫化的要求是随所研究的

具币
�
�对亥

�
和内容不�司而异�为

，
很难作出统一的规定� 数学模型的类型多样

，
从简单的算术四

吧
�‘ 灼到长为高探�

一

方泛函算子
，
探浅悬殊很大

，
因此对数学化的结果

，
也只能提出诸如论证

厂 万�
、

扮介实际
、

能解决问题这样一般住的要求
，
即使对很复杂的数学模型

，
也只能 一 般地

娜 ，红
“
不违背逻辑规律

” 之类爪要求
。

而如前所述
，
对公理化则明确提出了全面进行逻辑重

建
� �

较高要求
，
并提�

‘
�了验证公理系统符合三条逻辑准则的任务� 对形式化又进一步提出了

论 �
�

�
，了
犷式系吮才逻软可靠性的更高要求

。

戈
一 ，
就 一二化

，
的使用对象和对同一对象的使用时间看

，
也有不同的限制

�

数学方法

内穷
’ 一

了二，
代从方便

，
对一项研究

，

可伴全局地使用
，
更可能局部处使用

，
可能在研究开始

沁 从泣川
，
邑可能在研究工作深入发展后继续使用

，
所 以数学方法应用的范围最广

。

实体公

歹州乞
�

介 一 是全局性的
，
斗难用于研究之初

，
这意味着实体公理化一般要以数学方法的应用

�
� �

� 、� �到女
�幼二要对实验玫据进行整理

、

计算和分析�
，
积累成果

，
再考虑进行公 理 化 概

犷
。 �

形式仁方刹
·

�

扮于能直接应用于非方法性学科
，
却在方法性学科的研究

，一
卜可以大显身手

，

洲 寸共井于究
一 �

二
一
��身已经形式化了

，
往往表现为各种形式化模型

，
例如系统工程模型

。
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综上所述
，
就形成了数学化

、
�实体�公理化和形式化三个由低到高的层次

，
对它们的

逻辑要求依次提高
，
对它们使用的空间和时间范围的限制也依次更加严格

。

�
“
三化

”

语言相通
，
逻辑基础相同

，
一脉相承

，
互相渗透

现在我们从
“
三化 ” 的实际应用和发展历史进行综合考察

，
就从广义上可以看出它们实

际上是一个难以分割的整体
。

�
�

� “
三化 ” 在应用中互相渗透

，
交融璧合

“
三化

”
之间虽然存在着层次差异

，
但如果考察

“
三化

”
应用的实例

，
却往往很难举出

一个例子
，
说它只严格属于

“
三化 ” 中的某一类型而不属于其他类型

。

比如
，
牛顿对经典力

学的公理化重建
，
是用数学方法推演的

，
推演的过程和结果都是数学式子

，
就连他发表这一

巨大成果的著作
，
其书名也称为《 自然哲学的数学原理 》 ，

在这里就很难把公理化与数学化分

开
。

希尔伯特在《几何基础》中所作的欧氏几何再次重建实际上已是形式公理化
，
但他又是以

具体的儿何语言表述的�尽管他强调其中所说的点
、

线
、

面也可以代表茶杯
、

椅子
、

桌子�
，

人们在阅读此书时
，
思维很 自然地只囿于几何学范畴

，
而不会使形式公理化游离于实体公理

�

化之外
。

又如
，
系统论中几乎所有的系统工程模型也都同时是数学模型

。

所以
，
我们只能得出这样的结论

�
从广义上看

， “
三化”

在应用中互相渗透
，
往往融为

一体
，
很难也没有必要人为地把它们截然分开

。

造成这种局面的根本原因就在于
“
三化 ” 同

属方法论范畴
，
它们都需要形式化语言

，
都需要把研究的形式与内容分离

，
因而必然需要互

相配合
。

较具体地分析
，
就数学化而言

，
它已经是研究所论对象的形式化方法， 运用数学方

法
，
特别是非数值计算的数学定性分析

，
又总离不开公理方法的指导和配合

，
并且

，
对一门

学科全面运用数学方法论证的过程
，
实际上也就是进行公理化的过程

。
反之

，
就实体公理化

�

而言
，
它在许多情形中需要大量直接进行数学运算与分析， 另一方面

，
实体公理化又一般表

现为某种程度的数理逻辑分析
。

最后
，
形式公理化则是实体公理化与数学化相结合的产物

，

是完全定量化的公理方法
。

往进一步从
“
三化 ” 的语言工具和论证方式等方面来分析

，
虽然也可发现它们的层次区

别
，
但在实际应用中

，
更多的是互相渗透

，
交融璧合

。

首先
，
它们在语言方面是相通的

�

数

学语言本身就是一类形式符号
，
实体公理化在运用数学方法时

，
当然也直接把数学语言作为

自己的一部分语言� 形式化语言起源于数学语言
，
而形式化方法的发展

，
又反过来促使数学

�

语言不断丰富
、

更新和完善
。

其次
，
它们在推理方法上有共同的逻辑基础一一演绎推理

。

前

已指明
，
实体公理化和形式化是纯碎用演绎法进行推理论证的

。

数学的推理与运算本质上也

主要是演绎推理
，
因为它们都符合演绎推理的基本原则

�

前提蕴涵结论
，
从一般到特殊

。

这

也是任何用符号语言进行推理的一个共同特点
。

当然
，
演绎推理在数学方法上的表现不象公

理方法那样单纯
，

其形式多种多样
，
有时也不很明显

。

�
�

� “
三化

”
产生和发展的必然性

简单回顾一下
“
三化

”
产生和发展的历史

，
有助于我们进一步了解

“
三化 ” 的功能及相

互关系
。

众所周知
，
数学方法是由于生产实践的需要产生和发展的

，
其广泛的应用可以追溯

到远古时期
。

特别在古希腊
，
几何学的发展雄踞科学之首

。

经过漫长的岁月
，
人们感到需要

、
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数学化
、

介理化和形式化 ��

对
一

丰富的儿何知识进行整理
，
使之形成系统的理论

，
终于在公元前三世纪

，
形成了以欧几里

德《 儿何原本 》为代表作的几何公理化方法
。

随着科学的进步
，
公理方法不仅推动了几何学和

整个数学的发展
，
而且还对其他科学产生了巨大的影响

。

从��世纪牛顿时代开始
，
实体公理

化方法在经典力学
、

热学等许多领域内获得巨大的成功
，
特别是非欧几何学的诞生

，
更使公

理方法令人刮目相看
，
得到越来越广泛的应用

。

从��世纪后期以来
，
数学基础研究中出现了

许多
“
件论

” ，
发生了

“
第三次数学危机

” ，
为了消除

“
悖论 ” ，

解脱
“
危机

” ，
论证数学

理论的可靠性
，
形式化方法在数学基础研究中应运而生了

。

与此同时
，
希尔伯特的著作 《几

何基础 》 ，
把欧几里德《几何原本》 中的古典公理化方法提高到一个新的水平

，
使现代公理系

统更加严密化
、

形式化
。

��世纪以来
，
由于许多方法性学科发展的需要

，
使形式化方法得到

迅速发展和�一泛应用
。

特别值得称道的是
，
形式化方法对电子计算机技术的产生和发展起了

关键作用
，
作为计算机技术的理论基础

，
逻辑代数与数理逻辑就是逻辑科学数学化形式化的

结晶
。

计算机需要形式化语言
，
又需要用这些计算机语言编制程序

，
程序设计就是一种形式

化方法
。

所以
，
没有形式化处理的思想

，
就没有计算机技术

。

由此看来
，
数学化

、

公理化和形式化方法的产生和发展
，
具有历史的必然性

，
它们是一

脉相承的
。

公理化与形式化方法植根和成长于数学土壤中
，
又反过来促使数学城堡二不

·

断 巩

周
、

重建和扩展
，
面目一新

。

它们首先应用于数学方面
，
业以数学的公理化形式化为蓝本和

楷模
，
引导推动其他学科的公理化形式化

。

当然
，
即使在现代

，
公理化和形式化应用得最广

泛深入
，
成果最丰富宾美的

，
仍在数学方面

。
更加上前面已详述过的

“
三化 ” 之间存在着多

�

方面的交融关系
，
因而我们又可以说

�
公理化和形式化实际上也是广义的数学化

。
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