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本文的主要结果是
� �

一

闲空间对既开 又闭的子 空间遗传 �遗传正规的�
一

闭空 间

对闭子 空间遗传 ， �
一

闲空间的有限和是�
一

闭空间� 给 出�
一

闭空间的积 非�
一

闭 的 一

个例子 � 若�
�
空间的某一子集是�

一

闭的
，
则这一子集是闭的

。

关键词
�
�

一

闭空间多 子空间， 运算

定义 �
�

设�是拓扑空间
，
�中的集�叫做半开集是指存在开集�

，
使���〔 �，集�叫

正则闭 集是指�二 �
“ � 集�叫做正则开集是指�二 �

定理�
�

设初是�的开集
，
则�的任一半开集均是�的半开集

。

证 设�是�的半开集
，
则存茬�开于�

，
使�二�二 �“ 。

由于�开于�
，
则�开于�

，

有
� �〔 �� �� 二 �����

，
故�亦是�的半开集

。

定理 �
�

设�
�

是拓扑空间
， �� �犷�

， … ， �

���如果�
，祷小

，
且是�

�
的半开集

，
则 �� ��

亦是 ���
�
的半开集

。

�
一

� �
一

�

��� 如 果�诗 小
，
�，
���

，，
则 � ��是 � ��

的正则闭集嘴�势�
�
是�

，
的正则闭集

。

�
一
� �

·
�

� �

���女��果�
，笋小

，
�
�

��
。 ，
则 � �

，
是 � �，

的正则开集会令�
，
是�

�

的正则开集
。

�二� �
二

�

证 ��� 若�
�
是��的半开集

，
则存在�

�
开于�

�，
使得

�
����

。
已�

�，
�
一

�
，
�

，…， �，

� � �

�
� �

故有� �，
�� � �

�

�� � �，�

�
·� �

·
� �

一
� �

二
�亘
�·

� 则 �� ��是 � �‘
的半开集

。

�
·
� �

二

�

���若��是�
�
的正则闭集

， �
，
�

， … ， ��
二二

乡��� ��
� 嘴��

� �

� �。 � � ��
“ �

�
·
� �

二
�

本文于����年 �月��日收到
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汽
�，

�
。

。 介
�二 � � �� �

�，
是 � ��的正则闭集

。

�
一

�

了

‘、一一�

��

�丈�

���类似可证
。

引理 �
�

��� 设 ④ �。
是和空间

，
��
二�

�，
��任�

，

�任�

���设 自 ��
是和 空 间

，
��二�

�，
��任�

，
则

�〔 �

证 ���只要证 � ��
� � �� 即 可

�任� �任�

� 。

一

�
�

�
〔 �

��

昙尹�

�邪��组
��价男日︺�

若�� 〔 �
� 〔 �

亏�
，
则 ��任�

， � 〔
�

亏云
，
又因�〔 邪④ ��，

故存在 �，〔 �，
使�〔 ��，，

� 〔 �

由于� 〔 ���
，

且 �
。 ，
门 � �

� 〔

故存在点�于���的开邻域�
��，

���
一

���门�
�，一

币
，
有 �〔 �

使口
�，
门��， � 小

，
显然���

亦开于和空间
�

� ��

，任�

���只要证 � ��� �
�任�

了 �
、 �〔

�八
。
即可

� �

若��〔 之�户。 、 �，
则存在点�的开邻域�

，，
便�〔 �

，
��

��〔 � �

，
同时亦存在�

�〔 �，
使

‘

�护�曰口任
�

�〔 ���，
有

�

故�任���
’
�

�任�
，
门��，

��了 ��八 门��
� � ��

，，
由和空间的定义知��门�

��开子�
��，

、 �〔 � �
�

� 〔
��

�

定理 �
�

���若 ����
�， � � 〔 �� � ��是 ④ ��

的半开集嘴卜合�
�
是�。的半 开 集

。

〔 � � 〔 �

���若�
���

�， � 、
任�

�

���若 �
�
二�

�， � �〔 �，

� ��是 ④ 父�的正则闭集铃
护
�

是�
�

的正则闭集
。

，〔 � � 〔 �

��
，
是 ④ ��

的正则开集�今乡�
�
是�

�
的正则开集

。

�任� � 任�

证 ��� 若�
�〔 �，

��是��
的半开集

， 则存在�
�开于��，

使得
� ��

���
�
���

，
进而

有
�

日
�任

��
�

�
��

�
��

�任�

�� �引理 �� 故 �
� 〔

��
是 ④ ��

的半开集
。

反之
，
如果 � � �

是 ④ ��
的半开集

，
则存在�开于 ④ ��，

�任� �任� �任�

�任�

使��

一�一日︶任
一�

一一
一�

�

日︶任

�
�任

� �
��

。

因
�

�任为�
二 �门 ④ ��，

令���
� 二 ��，

则�
�
开于�

� ， ��任�，
有

� � �

�任�
� 、
�

�
� �
二

�

曰︺任

��，
由于笼��

��任��两两不交
，
故�

� 〔 �，
� �
�����

� ，
即� �是�

�
的半开 集

。

�

日︶任� �
� 二

� 〔 �

��� 若�
�
是�

。
的正则闭集

，
� � 〔 �令今

沪

�� � ��
“ 嘴二》 �

任�

��� � � �

�任�
��

�

�任�

二

�
�

�
� � 忆

��
’

、
� �

�引理 ��
。

伶令 � ��是 ① ��
的正则闭集

。

� 〔 � �任�
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一

闭空间的运算 ��

���类似可证
。

定义 �
�

设�是拓扑空间
，
如果�中的开集包仍是开集

，
则称�为极不连通的空间

。

定理 �
。
��� 设�

�

是拓扑 空 间
，

�

�
， … ， � ，

若�
�
�

��
是极不连通的空 间

，
则 �、

�

亦是极不连通的空间
。

��� ① ��是极不连通的空间会令�
�
是极不连通的空间

，
�� 〔 �。

�任�

证 ���设 � ��
是极不连通的空间

，
��是�

�
的任意正则闭集

， �， … ， � �

由于

�
�
二 ��� �

， … ， � ，
故由定理 �知�

， “ � � � … � �。一 � � �‘ � �。 ， � � …�。

是 耳��
，
的

���

正则闭集
，
由 〔 �〕 命题 �知，

上述的正则闭集开于 �� ��。

从而�
，
开于�，，又由 〔 �〕 命 题

�知�
。
是极不连通的空间

。

��� � �任�
�

设�
�
是极不连 通 的

，
�� � � ��田 入�二 � ����

�任� � 〔 �
④
� 〔

�� 。

若�是正 则
�

闭集
，
由定理 �知

，
��
是�

�
的正则闭集

，
又由〔 �〕命题 �知��开于��

，
从而�开于 ④ ��，

� 〔 �

故 闲 ��
是极不连通的空间

。

。 ��

反之
，
若 ④ ��是极不连通的空间

，
���〔 �，

设�
��
是�

��
的任一正则闭集

，
因 ��〔 �，

�〔 �

有
� ���咬百�

，
故�

�
是正则闭集

。

由定理 �知�
�，
���

、 �笋

��

�是 ④ ��
的正则 闭 集

。 、

�〔 �

由 ④ ��
极不连通

，

� 〔 �
、

连通的
。

则得 ” ��。
�
�

翼
�，
��

�
开于 �

曾��
�， 从而�

��开于��
，，
故��

�
是极不

定理 �
�

设�是拓扑空间
，
�是开且闭的子集

，
则

��� 如果�是�的正则闭集
，
则�亦是�的正则闭集

。

��� 如果�是�的正则开集
，
则�亦是�的正则开集

。

证 ��� 令�� ���表示�于�的内部� 令����表示�于�的内部
，
显然有

�

�人���� � ����
，
这里�‘ �

〔因为�
� � 任�� ���

，
存在�开于�

，
使� 〔 �二���，

显然�开于�
，
故� 任����

，

反之
，
��任����

，
则存在�开于�

，
使�任���二�

，
显然 �〔 �门� ，

而 ���开于 �
，

故�任�� ��� 〕

若�是�中的正则闭集
，
则�二 ������ � ����� 二 ����

，
从而�是�中的正则闭集

。 〔因

为�闭于�
，
故�中闭集就是�中的闭集

。 〕
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���类似可证
。

定义 �
�

拓扑空间�叫�
一

闭的
，

是指从�的每一个正则闭覆盖中都能选出�的有限子覆盖
。

定理 �
�

设�是�
一

闭的
，
�是�的开且闭集

，
则�亦是�

一

闭的
。

证 令�是�的正则闭覆盖
，
则由定理 �知�是�的正则闭集簇

，
由于�是了�的 开 且 闭

集
，
则���亦是�的开且 闭 集

。

故 �����
“ 二 ��� 二 ���

，
故���是� 的 正 则

闭集
，
因此�� �����是�的正则闭集簇且覆盖�

。

由于�是�
一

闭的
，
故存在有限子覆盖�

� 。

若�
�
的成员均是人的

，
则人

�
是�的有限子覆 盖

，

故�是�
一

闭的
。

若�
�

成员中有���
，
剔去此元素

，
� �

�丈����是�的有限子簇 且 覆 盖

�
。

故�是�
一

闭的
。

定理 �
�

设�是遗传正规的�
一

闭空间
，
则�的任一闭子集�均是�

一

闭的
。

证 设�是遗传正规的�
一

闭空间
，
由〔 �〕中定理 �知�是极不连通的紧空间

。

由于�闭于�
，

故�是正规的
、

紧致的
，

由 〔 �〕 ����问题�
�

�
�

����知�亦是极不 连 通

的
，
又由 〔 �〕 中定理 �知�是�

一

闭的
。

定理 �
�

��� 若 ④ ��是�
一

闭空间
，
则�

�
亦是�

一

闭空间
， � � 〔 �

�〔 �

���若�
�，有限，

�� 〔 �，
��
是�

一

闭的
，
则 ④ ��

亦是�
一
闭的

。

�任�

证 ��� 由定理 �直接得出

���反对 �
��� �时证明

令�
。
���

� � 〔 ��是� �④��
的正则闭覆盖

，
令�

�一� �
��

�，
�� 〔 �，

由定理�知�人
���任��

、

笼��
� �任��分别是�

�，�
�

的正则闭覆盖
。

由于�
�、
��
是�

一
闭的

，
故存在有限集簇��

���〔 ��
于

覆盖�
，，
这里 ��

，
�有 限

， � ，
仁�

，
存在有限 集 簇��

�� �〔 ���覆 盖��，
这 里 ��

�

�有 限
，

�����
。

令�
。 ��

，
��

�，
则��

�
���

��〔 �。
�是�

，④��

的一个有限子覆盖
，
故�

�④��是�
一闭的�

定理 �
�

设�是极不连通的����
� �
���空间

，
则日�是�

一

闭的
。

证 由 〔 �〕 ����定理�
。

�
�

�知吕�是极不连通的
，
由日�紧致

，
故日�是�

一

闭的
�

推论
�

日�亦是�
一

闭的
。

证 因�是离散的拓扑空间
，
故�是极不连通的

，
又因�是����

�����空间
，
故日�是�

一

闭

的
。

例 日� 又 日�是非�
一

闭的
。

因为日�是紧致
、

正规的
，
当然日� � 日�是紧致

、

正规的
。
若 日� 火 日�是 �一闭 的

，
则 由

〔 �〕 中定理 �知日� 又 日�是极不连通的
，
这与〔 �〕 �

一

扫����问题�
�

�
�

��矛肩� 故吕� � 日� 非

�
一

闭的
。

这例子指出
� �

一

闭空间的积不一定是�
一

闭的
。

定义 �
�

�
�

的拓扑空间叫做�
一

闭的
，
是指对�的每个开复盖诊

，
都丁以从 冲中选出有限

子复盖
。
一般地

，
把具有这种性质的空间 �不必是�

�

的�叫做����空间
。

定理��
�

设�为拓扑空间的基
，
若由�的成员构成的每一开复盖

，
从其闭包簇叮

�
能 选 出

有限子复盖
，
则�为����空间

。
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闭空间的运算 �导

证 设�为�的任一开覆盖
，
�� 〔 �，

由于�开于�
，
存在�

�
仁�

，
使 得 � � � ��

�

�任�，�
，
令�

， 二 ���
� � � 〔 ��， 则� ，

是由�的成员构成的�的一个开覆盖
。

由条件知
，
从

一

万丁中能选出
一

叮
， 一百�

， … ，

瓦
， � ‘ ��，

使它们的并覆盖�
。

而对于每一�
�〔 � �，

存在

� 。
任�

一 ，
使�

�〔 �扣 ，
有��九

，
�二 �

，
�

， … ， � 。

星然有万石
�

�
�

天丁�… 日一

兀一 �
，
即从万中能选出有限子覆盖

，
故�是����空间

。

定理��
�

设�是拓扑空间
，
�仁�且�是����空间

，
则每一由�的开集构成�的覆盖�

，
都

能从 �中选出关于�的有限闭覆盖
。

证 若�为�的����空间
，
�为由�的开集组成的�的覆盖

，
则�

， � ����
� � 〔 ��为�

的开覆盖
，

由于�为����空间
，
故从 �

，
中能选出有限子覆盖

� ���
��，

���
�� … ，

订而兀
， � ‘ ��

。

显 然入了�天万
一

�一 �不
一

��
，
故 �瓦几 天百几 二

， �

入了�是从 � 中选 出

的关于�的有限闭覆盖
。

定理 ��
�

如果�
，
是�

一

闭空间
，
� 。
是����空间

，
则�

� � � �

是����空间
。

证 令�是由�
， � ��

的基元构成的开覆盖
，
�� 〔 � �，

则�料 � ��
望�

�，
由�

�

是����

空间知�
��

�

��

亦是����空间
，
显然�覆盖��卜�

� 。

由定理��， 从 �中 能选出���� �
�

的有限

闭覆盖
，
�、 � ��� � 又 �、 �， … ，

��� � ��。

�
，
其中��

�开于�
，，
���开于�

�，
�� �

，
�

，

… ， � ，
不妨设�

、
中元素均与���� �

�

相交 �否则剔去此元素�
。

令�
� � � 、 ，

门���门… 门��。 ，
则� �是正则闭集

，
且 有

�
�� � �� ，

门���
�… 门

� 、 。 。

故有
�

�
�

、 � 、
又

，

�
。 … 。
�二

�� 、 �
��

�
。 � ‘ 、

�、
‘ �

�
· �· “ ��。 ‘� ’ ‘ �

�

即 �、
是�

� � ��
的一个闭覆盖

。
令� � ��、 � � 〔 � ，

�
，

�
一

闭的
，
故存在有限子覆盖�

� ，，
���， … ，

��二 ·

�… ����

则� 是�
�的正则闭覆盖

。

由于�
工

是

令 �
。 � � 、 �

� �
�

升� �� 、 �

口

� �
， � �

日�
� �

�…
。 。 、 二 。

显然
�

一

虾�
有限

，
且 。
百

二�� 、 � 、 � �
�。 … 。

���。

… 日��
�� � ��

故 �
。
是从�中选出的�

� � �
�

的有限闭覆盖
，
由定理��知�

， 又 � �

是����空间
。

定理��
�

设� 〔 ��，
�二�

，
�是����空间

，
则�� 霍�

，
存在点�的开邻域�

，
使 � 门�

二 小

证 ��〔 �，
则�沪 二 ，

由于� 〔 �� ，
故可选出�的开邻域�

�

与�的开邻域 �
，，
使�

，
几

�
， 二 志

，
进而有

�
�

，
自�

� � 小
，
则��

， � �〔 ��是由�的开集组成的关于�的一个开覆 盖 ，

由定理 ��知
，

存在有限的闭覆盖
，
即有

�

�
，
���

， �
�… 日�，，

��
， � 〔 � �
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令� 二 �
， ，
门�

，�
门… 门���

则�门�
，�二 小

， �� �
，
�

， ，
二 ， �

而�门���门 ��
， ，
� �

��
�… �� ，。

�

� 小

即�自� � 小

定理��
。

设� 〔 ��，
���

，
若�是�

一

闭子空间
，
则�闭于�

。

证 由于� 〔 ��，
则� 〔 ��，

又因�是 �
一

闭的
，
由〔 �〕中 定 理 �知

，
�是 �

一

闭 的
。

由

定理��知
，
�� 〔 ���，

存在点�的开邻域�‘ ，
使�

�
�� 二 小

，
即口����� �

。

从而���

� � ��，
即���开于�

，
故�闭于�

。

�任�

感谢江西师大陈清煊教授的指导�
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