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恶无限性造成三次数学危机

凌 鄂 生

�宣 传 部�

数学史上 出现的三次数学危机
，
与其说是

“
数学的危机

” ，
不如说是

“
数学哲

学的危机
” 。

解决的办法只 有依靠哲学
。
三次数学危机的共性是在于数学家们研完

数学的过程 中执拗于 恶无限性
，
也由于思维把一个甘象的实际上联结在一起的各个

环 节彼此分隔开来考察
。
三次数学危机给我们的反忍

�
自然科学家力图建立无所不 包

的庞大理论体 系行不通� 单靠形式逻辑不能解决危机， 一直到现在
，
数学家们仍重

犯恶无限性毛病
，
数学的演进始终是在离散与连续相互作用和相互补 充的矛盾中

。

关镇词
�
数学危机� 恶无限性， 哲学

一

� 三次数学危机的回顾

数学史上曾出现过三次数学危机
。

第一次危机起始于公元前五世纪
。

当毕达哥拉斯学泥

沉面于
“
万物皆数

” 哲学
，
即万物皆为有理数的理论中

，
一个正方形的对角线和边不包含公

共的度量单位
，
没法用有理数来表示的量的出现

，
给毕达哥拉斯学派以强烈的冲击

，
动摇了

希腊人
“
一切量都可用有理数表示

”
的普遍信仰

。

暴露了离散数量概念的片面性
，
导致希腊

人认为直接经验并非绝对可靠转而偏重推理论证
。

一时偏爱可以表示数的几何量
，
出现了西

方第一部经典著作《原本》以及公理化方法
。

第二次数学危机产生于十七世纪末
。

当牛顿和莱不尼兹发现微积分后
，
恩格斯曾给予高

度评价
，
认为在一切理论成就中

，
未必再有什么象十七世纪下半叶微积分的发明那样被看作

人类精神最高胜利了
。

当时欧洲及其它地方为微积分的发现及在物理
、

化学
、

天文诸方面开

始运用而兴高采烈不 已
，
可谁也说不清它的理论

。

如求非匀速运劝的物体在

�� �
。

时的速度
，
有

全 �
红红士乡丝二丝压�

△� △�
�

对于这事
，
其中最大的问题是△�到底是不是�� 如果是 。 ，

那么

本丈于����年��月 匕 日收至
，
�
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毫无意 义� 如果不是 。 ，
则在△�除��

后便不应令△�� �， 于是哪怕△�是极小的非零，
结果也

只能是近似值而非精确值
，
但那时数学家又坚持所得的结果是精确值而非近似值

，
这便进退

维谷了
。

柯西系统地发展了极限论
，
人们认为这已把微积分的基础问题解决了

，
即第二次数

学危机得到解决
。

其实柯西只是把微分过程中的△�规定为以。为极限的变量即无穷小量
。

他

给一般极限定义为
� “

若代表某变量的一串数值无限地趋向于某一固定数值时
，
其差可以随

意小
，
则该固定值称为这串数值的极限

。 ”
他回避了变量是否变到它的极限的问题

，
只在新

的条件下发展和系统地运用了
“
穷竭法

”
的无限思想

。

十九
一

世纪数学家们为了寻求柯西极限理论叉坚实的墓础
，
导致了康托尔集合论的建立

。

康托尔把个别的有限的东西概括出一般的具有无限�生的总想运用到数学中
，
从最简单的自热

数开始
，
创造出集合论宏大体系

。

康氏的集合论取得了巨大的成功
，
弥补了柯西极限论的逻

辑缺陷
。

康氏集合论使数学家们踌躇满志
、

欣喜若狂
。
����年在巴黎国际会议上

，
法国大数

学家彭加勒宣布
� “

现在我们可以说
，

完全的严格性已经达到了
。 ”

他还直言不讳地说在分

析学中除整数
、

或有限或无限的数系外
，
就一无所需了

。

但是到了�����年
，
罗素从

“
一切集

合的集合 ” 引伸出的悖论使数学家们膛 目结舌
。

罗素把集合分成两类
，
甲类集合它 自己是自己

的元素
，
记为�

，
有�任�� 乙类集合它自己不是自己的元素

，
记为�

，
有�〔 �

。

这两类 集 合

互斥
，
一个集合不属于甲类便属于乙类

，
不可兼顾

。

现问
� �也是一个集合

，
它属于哪一类�

若�任�
，
按甲类集合定义有�任丙 若�任�

，
说明�满足甲类集合定义

，
有�〔 �

，
这足以说昵

�属于�又属于�
。

人们为了解决罗素悖论及其它悖论
，
创造了��公理集合论系统

，
允许集合

的无止境的扩充运算但不允许
“
一切集合的集合

”
存在

。

从整体看
，
第三次数学危机并没有

得到令人满意的解决
，
致使当代最伟大的数学家之一�

·

魏尔悲观地说
� “

数学的基础以及

最终意义问题仍然没有解决
，
我们根本不知道在什么方向上

，
它会找到最终的解决办法

，
或

者能否指望有一个最终的
、

客观的答案
。 ”

正如许多明智之士所指出
，
三次数学危机的出现

，
并没有使数学发展停滞

，
从某种意义

上说
，
却启动着数学向前猛进

。

所谓数学危机
，
与其说是

“
数学本身的危机 ” ，

不 如 说 是
“
数学哲学的危机

” ，
解决的办法只有依靠哲学

。

� 三次数学危机的共性

三次数学危机揭示出
，
数学家们所津津乐道的数学严密性一次又一次受到撼动

，
可不少

数学家仍紧抱着固有的程式
，
自以为是的做态

，
对其它学科研究方法的轻视

，
对辩证逻辑的

缺乏探完
，
已受到许多挂折

。

黑格尔说得透彻
� “

其实真正令人恐怖之处只在于永远不断地

规定界限
，
又永过不断地超出界限

，
而并未进展一步的厌隆性 ” 。

这无疑是给数学家们一帖

沽醒的药方
。

公元前五世绝毕达哥拉斯学派的
“
万物皆为数

” ，
他们企图把一切量都用有理 数 来 丧

示
，

实质上是把有理数留在无穷进展的坏的无限中
。

黑格尔说得对
� “

真的无限性不可视为

一种纯林在有限万物淡岸的东西
，
我们想要获得对于真的无限的意识

，
就必须放弃那种元限



弟�期 凌郊生
�
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进展
。 ” 、

气王方形为对角线和边不包含公共的度 量
一

单位波发现时
，
恰到好处扬弃了 坏 的 无

�
�、达

。

在第二次数学危讥甲
，
人们碟喋不休地争议△�到底是不是�， 如果是 。 ，

撒
‘

知
是
名

咙无怠义
。

在这里
，
数学家们依旧是把△�，�看成一个恶无限性

，
在质上和有限对立

，
和有

限没有联系
，
有限是此岸

，
无限在彼岸

，
无限在有限之上

，
在有限之外

。

马克思在研究导函

数时
，
没� 二 ‘ � ， 二增

一

长到 � �，
则 � 、 二 �� �，

建立

比值会袭
或
贫

若 � �

减少
，
它将趋近于

�� 一旦 、 ，
变成

� ，
它就达月了减少的极限

。

这样一来
，
就使差值

一

�� 一 � “ � 一 � � �， 从而�� 一 � 二 了一 犷 � 。 ，
这祥我们就得出

一

� 二 �

�

由于在 。��这个表示式中
， ���的来源和意义的任何痕迹都已消失

，
代之以�����

，
其中

有限差值
二 �一 二或么�以及�

�一 �或△�，
都作为扬弃了的或消失了的差值而以符号化的 形 式

卫
�

�现
。

或者说△��么、 变成了�����
，
因而

�� �
。

下 一
‘ 几

��

一些唯理的数学家们
，
固执地认为��和��在量上实际只是无限小

， 〔�����〕只 是 接 近

成�。
，
他们借此聊以自慰只是幻想

。

马克思进一步又举了一个例子说明
�

� � �� “ � �工
“ � �� 一 �

如果�增长到� ，，
那么

�， “ �� ，“ � ��
� “ � �� ，一 �

万，一 吞 � ��� 工 “ 一 � �
�� ��� � “ 一 � “

�� ���
，一 ��

因

叱三羚扮
·

执
“ 一

卜

一
� � “ ，十 �

，

‘一 � · ’ 十 ·

势果在函数
��二

‘ “ � 二 ，、 � 、 “
�� ���

， �
’

�� � �
中

，
变量� ，

减少
，
直到其减少的极限

，
也

就适变为等 于
二 ，
那末

� 工 “
变到、 “ ， 、 ，、 变为 二 “ ，

以及� ，十 �
变为�

�，
从而我们得到、 的导 函

数

��� “ � ��� � �

这里令人么万服地衣现
�

吮 一 ，
介 了得到

‘�

导函数
” ，

就必须令� � � 二，
所以是严格数学意义上的

� ，一 � � �， 而

无需住何 认短无限接近之关的遁辞
。

第 二，
由咭令二 � 二 二 ，

于是� ， 一 � 二 。 。

这样一来
，

就根本没有什么符号化的东 西 进 入
“
导函奴

’少 。

尽先通赵
�
的变化而引入的那个量� ，

并没有消失
，
它只是减少到了它的最小极

脚
二 �一

久 》 ，
洲

一

晰终李从州下函数中厂弓
‘拼 的 元 产

，

官禅挤都乡抄和户令扣笋食
，

邵分
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他和原函数中的
�相结合

，
给出了最终

“
导函数

” ， ·

… �

” 乌竞恿搪此断含厂苛把人�认匆是乙
， 。户。是很有意义的

。

请特别注意打重点号的那一段
。

这一段醒目的文字明确无误地告诉我们
，
真的无限存在�

于事物变化过程中
，
最终的

“
导函数

” 已显露在� ，
通过部分地和自身相结合

，
部分地和原函

�

数中的�相结合之中
。

这种有限中存在着无限
，
无限中存在着有限的辩证思维

，
至今仍使不少数学家们无法思

议
。

第三次数学危机在于数学家们把集合本身单纯滞留在无穷进展的坏的无限中
。

数学家们不

给自己规定了一个界限一一某种集合
，
当提出一个

“
一切集合的集合

” 时又陷入迷惘之中
。

其实
“
一切集合的集合

”
只不过是逾越出原先的界限而 已

。 “
一切集合的集合

”
仍未逃脱那

种有限是此岸
，
无限在彼岸

，
无限在有限之上

，
在有限之外的形而上学思想

。

通过以上所述
，
我们可以看出三次数学危机所显示的通病

，
就是在进程中执拗于恶无限

�

性
，
也由于思维把一个对象的实际上联结在一起的各个环节彼此分离开来考察

。

数学家们论

及无限时
，
就把有限抛掉， 论及有限时

，
又把无限甩在一边

。

殊不知两者如南北极 无 法 分
�

开
，
真可谓我中有你

，
你中有我

。 ，

恩格斯正确地指出
，
无限的前进过程并不是同一个东西的

�

永恒的重复
， “

而是发展
，
是前进或后退

，
因而它成为运动的必然形式

。 ”
第一次数学危机

�

中的有理数无穷进展就包含有发展为一个正方形的对角线和边不包含公共的度量单位的无理

数必然
，
第二次数学危机中△�，�本身不断发展致使△�“ �是自然的结果，

第三次数学 危 机

中一切集合的集合从集合本身非坏的无限中得出是水到渠成
。

归纳一下
，
三次数学危机出现的特征

�

���永远不断地规定界限
，
又永远不断地超出界限

。

���在论及有限与无限时
，
老是犯恶无限性错误

，
数学家们老是把无限的前进过程看成

是同一个东西的永恒重复
，
极力否认它是运动的必然形式

。

���数学家们总是把有限和无限割离开
，
拒不承认一切有限之中蕴藏着丰富的无限

，

而
无限中又包含千姿百态的有限

。

� 几点反思

�
。
� 翻开科学史

，
我们可以看到

，
不少 自然科学家总是力图去建立各种各样庞大 的 理 论

体系
，
想方设法使它能罗致一切研究对象

，
其实这是徒劳的

。

廿世纪最出色的物理学家爱因

斯坦
，
当他建立了狭义相对论和广义相对论后

，
也感染了企图建立庞大理论系统的通病

，
绞

尽脑汁去构造一个无所不包的粒子理论系统
，
最终不得不承认是不切实际的

。

�
�

� 三次数学危机出现的共同特征
，
告诫人们靠形式逻辑是不能解决危机的

。

危 机 出 现

一次又一次
，
而我们的数学家们总是囿于那一方小天地

，
执拗地拒绝跳出形而上学框框

，
致

使危机得不到解决
。

只有辩证逻辑
，
才能剖析事物的本质

，
才能从整体上把握客观世界

，
才

�

能使人们的思维不局限于把事物简单地分割成这一极那一极
，
才能使有限与无限有机统一

，

才能为系统不断开放提供坚实的理论基础
。
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恶无 限性造成三次数学危机

�
�

� 三次数学危机延续了二千多年
，
数学这门学科并不因为出现危机而停顿

，
一 代 又 一

代数学家为数学的墓础建立及�“ 泛应用作出不懈努力
。

十九世纪末廿世纪初希尔伯特提出了

跨世纪数学问题
，

希尔伯特设想将理论划分为不同层次
�
对象理论和元理论

，
用元理论即元

数学去证明对象理论即某一数学理沦的不矛盾性
，
希望用公理化方法构造全部数学

。

几十年

来人们总按他所指去试图建立各种 自然科学学科理论系统
，
更以能建立一个庞大系统而倍感

殊末
，
演绎法到处走俏

，
归纳法似乎过于沾染现实成份而被轻视

。

希尔伯特元理论本身的不

矛盾性又需要元理论来证明
。

哥德尔从数学上证明了希尔伯特规划是不可能实现的
，
人们企

图把矛盾推移到无限远去
，
这是一种从直觉看来很合理的回避矛盾的方法

。

但从逻辑上分析

的结果是
�

被设想为不矛盾 目标的无限远处也是一个矛盾的陷井
。

希氏依然犯了恶无限性毛

病
。

�
�

� 亚里士多德提出了公理系统的
“
始原原则 ” 。

康托尔集合论遵循的基本原则 之 一 是

一
“
概括原则

” 。

徐利治和朱梧贾提出了
“
不断延伸

”
和

“
相对穷竭

” 两条原理
，
在此基础上

建立了
“
双相无限论 ” ，

其 目的是设法解决无限的数学理论的不矛盾性伺题� 这样做无疑是
，

有益的
。

但切莫认为这样做能解决一切问题
，
任何自然科学理论系统内总存在矛盾，

矛盾无

斯不在
，
在突破系统框框后亦如此

。

数学的历史一直是在离散与连续相互作用和相互补充的
·

矛盾中演进
， ‘

正如光既有粒子性又有波动性一样
，
数学就是一门既有离散性又有连续性的学

科
，
黑格尔一段话鞭辟入里

�
连续的量也同样是分离的

，
因为它是多的连翻

”
而分离的量也

，
同样是连续的

，
翔为仓的连续性就是作为许多州的早丁或争�的

‘

砂
冬‘

一

”
’ ‘一

少 “ � ，

·

一 环
。

魏尔庸为自扰地认为数学基础以及最终意义问题仍然没有解决
，
实质上是恶无限性

在头脑申作祟
。 一 卜 ，‘ 一 ‘ · ’

、 、 「 。
一

” � � 乡 喊 甲铃
，，

让我用《实践论》中一段话作为结束语
。 “

马克思主义者承认
，
在绝对的总的宇宙发展过

程中
，
各个具体过程的发展都是相对的

，·

因而在绝对真理的长河中
，·

吹们对于在各命嗽定拔
展阶段上的具体过程的认识只是有相对的真理性

，
无数相对的真理之总和

，
就是绝 对 的 真

理
” 。

参 考 文 献

〔 �〕 马克思 ·

数学手稿
·

复旦学报自然科学版 �专辑�
， ����， �一�

〔 � 〕 恩格斯
·

自然辩证法
·

北京
�

人民出版社
， ����

〔 �〕 毛泽东 ·

毛泽东选集第一卷
·

北京
�

人民出版社
， ����� ���

〔 �〕 黑格尔
·

小逻辑
·

上海
�

商务印书馆
， ����

〔 �〕 � ·

克莱因
·

古今数学思想
·

上海
�

科学技术出版社
， ����

〔 �〕 戴再平
·

数学哲学及其几个基本问题
·

数学通报
， ����， �� �一�

〔 �〕 洪辛
·

芝诺危机与数学危机
·

自然辩证法研究
， ����� 亚���

�
��一��



华 东 交 通 大 学 学 报 ����年��

����� ���������� ������ �且���� �� ������� ��������

���� ������

��������

������ ���������� ������ �住 ����������� ������了 �� ����������� ����������

￡����� ������ ����� �����位���� ������
�

��� ���� ，��� �� ���了 �� ������ �� ����� ���

��了
。
��� ���������� ������� ���、 � “ ��。 、 �� ��� ������� ���� ��� �������� ������

斑�������� ��丫” 甲������� ，������ ��� ����� 以� ���元���二 �� �� ���� ��� 、 �� �� ���

������妞‘ ������
‘ ’

����� ��� ��飞 ������ “ ����，�� �� �����
一

������ ‘��， ��� � ��” ���，

������
�幼�����

�

���� �����几� �找�� ��� ������， ��
�

卜

��� ‘ �� ���� ��� �� �� �� �

�

卯
������

�

��� �������������五���
·

�� ���
�

�� �� �� 蕊 ���� �����已����� ��，���� �����

�������� ������了�����，���� ��� ������ �� ����讨
�

�� ����������� �，
「

����� ����

·

����邵 ，����� ” ��， ��� ��乓参�，妈拟�产�砰�，
一

�
‘

����
、

�‘ �隽风�
·

��“
、

��，���� �￡��， ，���� ” � ���

������
，��� ��� ���五������ �������� ��� ������ ���几 ���� �� ��� 心���������

���� ��
，

��� �������� ��� 。 。 ������林� ���������� � ��� 叹����吸����。

故��
，

������ ���������� �耳���， �卜� ������� �赶��‘ ��，
一

����。 ，。 ��了


