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要

集合�上的置换群�称为可图的
，
若存在图�

，
使得�与�的 自同构群���� 恒

等
。
本文得到 了由一个笼换 �生成的群可 图的充分必要条件

，
这里 �是这样的一个

置换
，
在 �的轮换分解电

， �有一个轮换的长度是所有其它轮换长度的倍数
。
本文

还得到 了�
”

阶循环群可 图的充分必要条件
，
这里�是任意素数

。

关键词
�
图多 自同构群呀 循环群

�

� 引言和定理

设�是集合�上的置换群
，
�是顶点集为� � � ���

，
边集为� � � ���的图

，
若� 与

�的自同构群����恒等
，
则称�是可图的

。

设 �是�上的置换
，
我们总是把 �表示为不交 的

轮换之积
� 。 � � ， � �…… 。 。

� ，
这里 。 ， ��� �，�，…… ，

�� 是长度大于�的轮换
， �是 �

的不动点集上的恒等置换
。

我们用�� ��
，， � �， …… ，��

�表示这样的轮换
� � ��办 � ��

，

��� � � ������
，
用��卜

�表示�是长度为 �的轮换
。

给定置换群�
，
要证明�是否可图是

很困难的
。
���� 。 ① 和���。 谊证明了由一个轮换� ����� ��生成的群 《少是不可图 的

。

�
�

�
�

�������等人证明了下面 �个定理 ⑧ 。

定理� 设 � � ��
，�， …… ，

��
�

��
，
�

， …… ， ��
， �整除�

， �� �
，
则 � � �

是

可图的
。

定理� 设 � � � � � �… �一，
��

�

�整除 ��
�
���� �

，
�， … ��

，
��

�

�� �
，
则 � � 》是

可图的
。

定理� 设 �价是��阶魏 �是大于 �的素数
，
则 �口 可图的充分必要条件是 � 至少有

�个长度大于�的轮换
。

本文证明了如下两定理舀

定理� 设 � � � ， � �… � 。
�，

��
，
�整除��

�
���� �

，�， … ��
，
��

�

�� ��
�

��… 》
�几�》 �，

��
�
���

， �》 �， 则 ���可图的充分必要条件是满足下列条件之一
�

�� ��
�

�� �

本文于����年�月��日收到
� 江西省 自然科学基金会资助课题

。
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�����
�

�
，
��

�

�
， … ，

��
，

��中有 �个为�
，
�〔 ��， �， ��

�����
�

仁
，
��小 … ，

��
�

��中有一个为 �
，
有一个为 �

。

定理� 设 �的 是��阶群
，
��� �

，
�是任意素数

，
则 ��� 可图的充分必要条件是 �

至少有 �个长度大于 �的轮换
，
其中当 �恰有 �个长度大于 �的轮换时

，
这 �个轮换的长度

都大于 �
。

定理�和定理�的证明

设�
�

积�
�

是两个不交的集合
，
�� �� � �， �� 是�

。
上的置换

，
我们用�

�
�
�

表示�
。
��

�

上的这样的置换
�

当� 〔 ��时， �，�� ��� 二 �� ���
。

引理� 设� � ����
， � ��� � �

，
��� 二 中 �空集�

，
这里�是

�
元集

， �是� 上 的

恒等置换
，
则� �是可图的

，
这里� � � �� ���〔 ��

证明 因为�的补图的万的自同构群也是�
，
因此可设�是连通的

。

设� � ��
」 ，

��
，
一

… ，
�
�

�
， ���

。

令� ��‘ � � ���
，
� ��，� � � ��� � �〔� ，

�
�〕， 〔�， ，

�
�〕一 ，

�

〔�卜 ，， �
�〕�，

这里 〔� ， �〕表示邻接 。
与

�的边
， 〔�，

�，〕 � �〔�，
�
�〕�� 〔 ��，

则�
�

是 �，

的度为�的唯一顶点
，
因此若

� 〔 ����‘ ，
则 ‘ ��户 � ��

， ‘ ��
�一 ，
� 二 �卜 ， ， … ， ‘

��
�
�

� �，， ， � ��
，
�〔 � 。

反之
，
若� 〔 �时�

，
则� � 任�� 之�‘ ，

因此����
‘ � � �

。

设
� 二 �，

则令� ��
‘
� � � ���

，
显然有����

� � � �
。

根据引理�
，
要证 �价 可图

，
只要证明 �没有不动点的情形就行了

。

定理�充分性的证明
。

设 � � �， ��
�

���
，
则

一

�的 是可图的 �定理��
。

设 � 》 �
，
用

�
，� � �� �

�表示 � ，
变动的顶点集 ��� �

， �
， … ， ��

。

设� 二 � ���
，
� � �

，
�

�
� �

一 ��
， ，

以�，
为顶点集的�的导出子图用 �，� � ���� 表示

，
导出子图是指

， 〔 � ， � 〕�

� ��
，
�当且仅当 〔� ， �〕 〔 � ���

。

设 � ‘ � ��、
，， ��� ，… ，��、 �

， �，� ��，，， � �� ，… ，

�，��
， �整除�

。

称�
�

与�
�
简单邻接

，
若

��二

与
���
邻接当且仅当� � � ������

。

情形 �

设��
�

�� �
，
我们先作�

， ，
使����， � ���

，
这里�� � ， � �， � ，� ��

，�，… ，
��

，

‘

� � � ��
，
�

， … ， ��
�

令�
� � �〔�， �〕 ， 〔�， �〕 ， 〔 �，

�〕 ， 〔 �，
�〕� ，

� ��
，
� �

乙�
二

��，�
，
这里 。 ·

��，�表示边集 �〔�
·

�、� ，
�

·

��� 〕�〔�
，
�〕 〔 �‘ �

。

显然 。 任� � ，�‘ ，

� � �

� �

中顶点的度都是�
，
� �

中顶点的度都是����
，
因此若

� 〔 ����‘ ，
则

下 � � ，� �， 下�

是
�
在

��
上的限制

。

设� ��� � �
，
由于�

�

中与�邻接的顶点是 �
，
�

因为�
， � ��…��是一个圈， 下 ��� � �， 因此

下 ， � �

�
，
因此 ����〔 ��

，
�

或
� � � ��� ��

，
�� ��

， 。 一 ��

��
。

� ’ � ，

这里和以后用 �，
和 �分别表示�

�
和�上的恒等置换

。
� �

中与�
、
�

��
，
�

，
��

丫 ��� � �
。

和 ��
，
�

，
��

�

若
� ��� � �

，
则

� ��� 〔 ��
�

邻接的点 集 分 别 是

�
，
��

，
因 此

�
�

中与� 一 �
、
�邻接的点集分别是��一 �

， 了，
��和 王�

，
�

， ��
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丫 ��� “ �
，
则 � �� 一 �� � �

， � ��� 〔 ��
，
�，

� � �，
同理

� � � � �，
这说明由

� ��� 二 �可推出，� � � ，

设
� ��� � �� �， 则 � 一 ‘� ��� � �

，
�
一 ‘� � � � � �，

幂
，
因此����

尹 � �的
。

现在我们要在�
产

的基础上作�
，

是零图 �任意两点都不邻接的图� �� � �
，
�

，
一

，
��

新编序 �同时也把�
�
的顺序作相应变动�

，
设笼�

�， � ‘ ，

��
，
与

� ��� 二 �矛盾
，
因此，�

� � 。

二 � �‘
，
即�

� ��，
中任意 元 是�的

使�
��� � ���

。

令�
�� � ��，�

，
我们把 �， ��� �

，
�

，… ，��重
。 。

�中有�
�

个 轮 换 的 长 为

一�
�

�
，
把它们编为 � � �，� ��。 … ， � ��。 。

又把�“
�， 。 ，… ，� 二

����
� ，，� �� ，… ，

长度最大的一个编为 。 ‘ �，
与��

‘ ，
�长度相等的依次编为 � ‘ � ， � �， … ， �

」

� � �� � 中

这样类推得

� � � � � � � � � � �� ” ’

� ��� � � � � ��
‘ ” � �� … 仃 � � 仃 � … � ，� 。

令�
�
与�

� ，
�� � �， �，

… ， ��简单邻接
，
�

二，
�� � �， �， …

得到的图用�表示
。

若将�
� �� 二 �，

�，

示
。

显然有 � 任����
。

�

�� �，
�� … ，

�
二 一 ��与�

二 ， ， 十 �

简单邻接
，
这样

… ， ��中的顶点等同为一个顶点
，
则这个图如图�所

设百
� � 一 � ，

��
�。

根据�的作法
，
若

。 〔 � ，
��

� ，
则存在�

，
��

�

中的两个点� ，，� � ，

使得��
�� ��是一个三角形�

。 。

若
� 〔 �，

则�
不是�的三角形的顶点

。

因此
，
若

� 〔 ����
，

则
下 一 � ‘

砚
二 ，
和石仑圣别是

�
在�

���
�

和石王的限制
， � ‘ 〔 � 。 ��‘ ， � ‘

把�
�

的顶点变为 � �

的顶点
。

设 � 任� ��
���

，� 任� ���
，
�

，
�笋�

，
则与

�
邻接的�

�

中的顶点的个数和与
�
邻接的�

�

中的顶点的个数不相同
，
因

� ��，，� � �王� ��� �
，
�， … ， ��

，
这里�

�� � � ��
，��

。

由

� 二 � ， � �� 易推出
� 二 � 。

设 � � 印�
，
则 � 一

呀 � � � � �印 � � ，
因此

， ，� 二 ��
，
���� � ���

情形 �

设�。 �

�《 �
， “ 一 “ ‘ 仃 � 仃 � � � ‘ “ � �

‘
二 仃 ��� 仃 ， ‘ � ��

‘ ’ · “ ，�� “ “ 仃 � “ ‘ ” “ ‘ “ ‘ � ， ‘

� ��… �
· 。 ，

��
���� ���� �

， �， �， ��
，
��》 �，

若�
，� �，

则表示除 � � ， � � ， � �

外
， �没有长度为�的轮换

。
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设 � �� ��
， �， …�� ， 。 � �

�， �
。

若�� �
， �，

则�� �
，
若�二 �

，

设�� � ， � � 口 �，
我们作图�

’ ，

��
， � ， … ， � �

， � � � ��
，�，… ，

则�� �或�
，
即 �满足定理�的条件��

使�
���

’ 二 ���
。
令�

关 � �〔�， �〕 ，

��
， � “ � ，

和��
。

〔�， �〕 ， 〔��

牙〕 ， 〔�， �〕 ， 〔 �
，
�〕�，

� ��
‘
� 二 ��

�

��补�
。

�
设��� � ��，� ��� �

， �， ��
，
则�，中顶点的度都相同

，
用��表示

。

设�笋 �
，
则�

� � �，
�� � ����� �

， �� � 二��� �
。

设�� �
，
则�

� � �，
�� 二 二��� �

，
�� 二 。 ��� �

。

若�
，，
�
�，
�
�

中没有相同的
，
则�

���

的任意元
二 � � �， �二 �， ��是，在��上的限制

。

在�铸�时
，
若�

， 二 �。 二 �，
则�

�

��
，
� ，
中每个

顶点与两个度为�
�

的点邻接
， � 。

中每个点只与�个度为�
�

的点邻接
，
因此仍有� 二 二 ，二 �下 。 。

设�
� 二 �么

，
与�箱�肠接的点集分别是�

� �丁
，

瓦 �，�
，

��和界 ��
， �， � ，

�，

�� ��
，
� ���有�条边

，
� ���有�条边

，
� ���与� ���不同构

，
因此

， 下���今五
即

下
不会把�

，
中的点变为 ��

中的点
，
因此丫 � ， �， �，� � 。

在�� �时
， �二 碑， �寺 �

，
因 此

��今�
。

设�
， 二 ��， 与前面论证同理可证

� � � ���� �。

现证����
‘ � �昨

，
�任����

‘
是显 然

的
。

设 ， 。 ����，， 下 ��� · �， 呈是�
�

中与�邻接的唯一顶点
，
因此 �‘ ���

。

同理
，
若�，�，

则 ， �五
�

五 若�� �
。

则�· �， �
�

中与 飞邻接的点是了禾厅
，
所以

二 �丁
，

石
二

在
，

乳
，
� �

中与�邻接的是谕云所以
� �乃 〔 �万

，

公
，
因此仍有

�

厅� ��
万

。

与�和�邻接

的�
�

中的点集分别是 ��
， ��和 ��

， ��
，
因此

� �。 � 寺� ，
� � � ��…��是一个圈�

因此
下 ��� 二 �

，下 � 二 � ，。

同理可证
� � 二 � � ，� � � � � ，

即由 乍���“ �可推出� 二 � ， � � � �，

因此����
‘ � ���

。

设� �� ��� � �，�， �
��“ � �����是零图 ��二 �

， �
，
�，�，

�二 �
， �夕

… ， ���令�
�
与�

，， ��� �
， �， �， ��简单邻接

，
令�

��与�
�，�十 ，

���� �
， �， … ，

��一 �� 简

单邻接
，
这样得到的图用�表示

。

若把�
， �� � �

，
�，
��

，
��冲的顶点等同为�个顶点

，
则

这个图如图� �此图中�
� � ��所示

。

设� � � 一 �
�

��
�

��
�，
则�

，
��

�
��

�

中每个顶点都在一个三角形上
。

若
。 〔 石

，

图 �
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则 �
不是�的一个三角形的顶点

。

因此
，
若

� 任� 。 ��
，
则

下 二 下 ‘ 下 ，
这里

， 二 ‘ 〔 � ���， ，

二

是
丫在 �上的限制

，
与情形�的最后部分同理

，
可证���� 二 �的

。

定理�充分性 证 毕
。

引理� 设。 � 。 、 。 ， 。 、 二 ��
， �，… ，���

， 。 � �五 �刃 … �补
，
���

，�� �，

� � ��� ��
，
�� ��

，
� 一 ��…￡。

如果�〔 � ���
，
则 丫 〔 � ���

。

证明
�

对于�的任一条边〔�， � 〕， 〔， ��� ，� �� �〕也是�的边
。

设 〔�，�� �〕 〔 ����
。

因为�
“ 十 “ 一 �‘一� ��� � �� � 一 �一 �

，
�

“ � ‘ 一 “ ‘ 一� ��� �� “ �� � 一 �
，
�运算按模�进 行 �

，
所

以 〔�� � 一 �， ��� 一 �一�〕 任� ���
。
�� � 一 主 “ � ���

， �� � 一 �一 ��� � ��� ��
，
即

〔 � ���
， 下 ��� �� 〕 〔 � ���

。

护�，杏胜犷之

设 〔�， �〕 任� ���
。

因为�
“ 十 皿一 “ ‘ ��� 二 �� � 一 �

一 �，

� 〔�，

�〕 任� ���
，
即〔下 ���

�〕 〔 � ���
。

下 ��� 〕 任� ���

，
�

‘ 十 位 一 � ‘
��� �

若 〔�，�〕 任� ���

�
，
所 以 〔 �� �

，
则 〔下 ��� ， � ���〕

证毕
。

系 �
。

设�二 ��
， �

，
一

，
�� ��� ��� … � ��

，
�� �

， �》 �
，
则 ���是不

可图的
。

系 �
�

设�二 ��
， �

， … ，
�� ��� ���… ���

，�� �
，�� �

。

如果�〔 ����
，

则
�， 〔 ����

。

这里�， 二 ���
， �，

� ��
�， ��� ��

� ，���… ，�， � �� � �� � �� “ … ���门� �
，

若
��“ �、， 则将 ���

， �，�记为 ��、�
。

证明
�

因为砂是由�和
�
生成的群 ��

， �� 中的一个元素
。

引理� 设�二 �
���

，
�
� � ��

，
�

， … ，
��

，
�� 二 ��

，
�

， … ， � �
，
� � ���

�
。

若�� �
，
则 �孙 是不可图的

。

证明 若� � �或 �
，
则由系 �， �的 是不可图的

。

设� 二 �
。

若�� ��
，
�

，
一

，

�� ��
，
�� 〔 � ���

，
我们证明 下 “ �����

理 �的证明中已证 ，将��的边变为�
主
的边 �� 二 �

，
����

，
� 一 ��… ��� ��� 〔 ����

。

，
则 〔�， �

引

。

若 〔 �，
�〕 〔 � ���

〔 � ���
，
这里�为奇数

。 � ���为奇数
，
故 〔，�

��

���
， 下��� 〕 � 〔� ���

，

… ，
� �� �

，
�

，

�〕 〔 ����

因此� � �时
，
���不可图

。

设� � �
。
�二 ��

，
� �

，
�

，

����
。

若�
�

中的点与�
�

中的点不邻接
，
则�

，
� � ���

，
� ���

，
��〔 � ���

��〔

。

若�
，

中的 �个点与�
�

中的 �个点邻接
，
不妨设 �与 �邻接

，
则 �� ���

， �� ��
， � 一 ��

二 ��� ��
，
�� ��

，
��任�吐�

。

若�
�

中的 �个点与�
�

中的两个点邻接
。

设 �与 �，

�邻接
，
则 ��� ��

，
��

�若�
，
中的 �个点与�

�

中的�

、

的 � �或 �
， ��个点邻接�

，

可证 �孙 不可图
。

��
， � 一 �� … ��

，
�� ��一 �

，
�� ��

�或�
， ��个点邻接

，
则在�的补图�中

，

因此� 二 �时
，

�昨 不可图
。

当� 二 �，

��一 ��〔 � ���

� 二

的 �个点与 � �

�时
，
类似� � �

，



�� 华 东 交 通 大 学 学 报 ����年

足理 �屯要侧
几

的砚明
。

根据引理 �和引理�
，
我们只要证明�》 �的情形

。

我们证明
，
若

�不满足足理 �中的条件
，
则 �吟 不可图

。

这时 引 � ，
�
，
��

�

�
， … ，

�。 。

��只能是 下

列
‘

睛形之一
�

�� 笼�、
�， �

，
�

， … ，
��

�� �二
，
�

，
�

， … ，
��

�� �
，��， �

，
�

， … ，
��

�� ��
，
�

，
�

，
�

， … ，
��

�� ��
，
�

，
�

，
��

�� �
�� ，

�
，
��

�� �二
，
�

，
��

�� 笼二
，
�

，
��

设
� � � ��� ��

， ，。 � ��
， �� 一 �� … ， � � � ��� ��一 �

，
�� �� ��二厄

，

� � �

�� ��
， 下 � � ��� ��一 �

，
�� ��

， 下 ‘ 二

�� �� ��一 ��
。 ， � ��

，

��
， �� ��

�
， … ，

��

洲、 沪、

��� �
， �一 ��

� � � ��
，

， 下 � � ��
，

�
，
�

，
��

、�产弓��一
八十

艺
， � �、

��
， 仃 ‘ “ ��

，
�

，
�� � �� ��

�， � �
� ��

�，

�
，

��� … ��，， ���
。

�人�

，

�心
�

�
�

了、
一一���

我们指出
，
若 �是上述 �种情形之一

，
且 � 任����

，
则有

� 〔 ����，
而

� 〔 �岭
，
因 此

�吟 是不可图的
，
而

下 任����的证明类似于前面定理的证明
。

现指出如下
。

情形 ��设 。 二 � � � � 。 �，
则存在某个�

，
使

� ，� � 〔 人���
。

信形 ��设 � � � ， 叮 � � ，，
则存在某个�

，
使 � ，二 � 〔 ����

。

情形 ��设 � 二 。 ， � 。 ，
则

� ，
任����

。

情形 ��设 � � � � 叮 � � � � �，
则存在�

，
主
，
使

下 �二 �� �
任����

。

情形 ��设 � � �
， � � � ‘ � 。 ，

则存在�
，
�
， �， �

，
使� ，� �� 。 ， ‘ 〔 ����

，
或� �� �� �� �

〔 � ���
。

�

清形� �设 � � � ， � � � ‘ ，
则存在�， �， 使

二 �下 �� ‘
任����

，
或存在�

，
�

，
使

� ，� �� �

〔 � ���
。

情形 ��设 � � � ， � � � �，
则存在�

，
�
，
使 ， ，� �� � 〔 � � ��

。

情形 ��设 � � � ， � 。 � �，
则存在�

， �， �
，
使

� �下 。 � 峨

任����或� �� �下 。 〔 � ���
。

证毕

定理 �的证明
。

设 �孙 是��阶群
，
则 �的轮换的长度都是形状为�

，
的数

， 。��《 � 。

由一个轮换生成的群是不可图的
。

若 �的 可图
，
则 �至少有 �个长度大于 �的轮换

。

根据

定理 �的证明
， �至少有 �个长度大于 �的轮换

，
若 �恰有 �个长度大于 �的轮换

，
则这 �

个轮换的长度都大于 �
。

反之
，
若 �吟 满足定理 �的条件

，
则 �的 满足定理 �的 �个条

件之一
，
因此 ���是可图的

。
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