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无环有根平面地图节点剖分计数方程

陶 长 琪

�江西 叶经学院�

摘 要

本文衬无环有根平 面地图进行 了研 究
，
得到 了它 的 节 点 剖 分 计 数 方 程

�

� � �
� 。 ， 一 �

�琪丛班一 、�� � � �二
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人 � 一 ���二 ，�� ， 入
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� �三旦二里�二工�

，

� 一 �

����� � ��
� ，�� ，

它的以根节点度数
、

… … �
，
小
二
��，�· ，三

�通过运用作者建立的设立参数法得到 了

边数 以 及节点个数为计数参数的二次计数方程
�

� “ ��“ � 〔 一 � �� 一 �� 一 ��������
���“ 一 � “ �〕 �
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，
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，
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并求得它的仅以 边数为计数参数的计数显式解

关键词
�

无环
�
有根

�
地图， 计数

����
�
���

�感五花了而�
一 “

价 己�雀旨
、 口 � � ‘二�

地图
，
指图在曲面上的�

一

胞腔嵌入
，
如果这个曲面是平面或球面则这种地图称为平面地

幸

图
，
本文讨论的地图皆为曲面是平面的平面

地图也叫平面图
。

如果在一个地图上将一条

特定的边规定一个方向
，
则称为有根的

，
这

条边称为根边
，
它的始端称为根节点

，
根边

右侧的面称为根面
。

一般总可选定无限面为

根面
，
有根地图上的所有点皆称为节点

，
除

根节点外所有节点称为非根节点
。

如图为一个三角形地图
， ��

根节 点� �
�一一�一一口，

召

��� 根边， �
、

��
非根节点

，入���外部

面
�
根面

。

本文于����年��月��日收到
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对于一平面地图共
一

立共一点或一面的度数是指该平面地图上所有与该点或该面 所 关 联
�

的边数
。

若某一点仅有一环关联
，
则此点度数计为 �

。

同样对于一面若仅有一割边关联
，
则

此面度数亦计为 �
。

点地图指仅由一个点构成的地图
，
表示为 矛� 环地图指仅由一点与一边构成的地图

，
表

示为�， 链地图指仅由二点与一边构成的地图
，
表示为一

， 。

所谓有根平面地图指已标出根

节点
、

根边与根面的平面地图
，
它的计数问题就是对满足一定条件的不同构平面地图的个数

问题
。

对于任二有根平面地图�
，
与�

�，
小是�

，，� �

的一个映射
，
�

，
与�

�

的根节点
、

根边

及根面分别设为�
�， ���

，�‘
�， ���，， 。 �� ��� �

，
��

，
欲使�

，
与�

�

同构必须满足以下条件
�

���小
� �，，�� 小 ��

，
� � �

�

���小
�
��

�，��
�一 ��

� ，
��
� 小 ��

，，��� � ��
� ，��

�班��
�
��

� 工 ，� ，�” 人��� 。 ，。 �� 中��
� ，， � ，�� ��

� � ， 。 ��

�� �小�
� ，��� ���， 小�

� ���� � ��， 小��
，��� � ��

� ，� ， � �，为�
，
与�

�

相对应的非根节点�

� ，� ， � ��为�
，
与�

�

相对应的非根边�

� ，� ， � ��为�
，
与�

�

相对应的非根面
。

设�是所有有根平面地图集合
，
对于任一� 〔 �记����为�的根节点度数， �����为� 中度

数为�的非根节点个数� 依节点剖分的地图计数问题即为对于给定的非负整数����二 �
，

� ���二 二 � ，
���的组合上不同构地图�的个数

，
�的计数函数设为� ��

，�，，�� ，……�二

叉 � “ 《��· 二 ��
�、 ���

� 〔 � �》 �

在计数时我们要用到二次型法及���
��
��

�反演定理
。

二次型法
�
对于一个给定 的有 根

平面地图的计数 函数� ��
，��

，
它满足如下二次方 程

�

� “
��

，�� � 〔���� ��
，���

�〕 ·

� ��
，�� � ��带 �� ��

，���
�朴 � �

式中�
�
气��� ，�，，�� 〔 � ��

，��为已知函数 �� ��
，��为� ，�的二次函数集 合�

，
���

，��

是当�取 �时的��二
，��

。

为了求出���
，��而后解二次方程求出���

，
�� 的计数显式

，

��
〔��· ��� 、�，�� 〕 � 一 � 〔��二 � 。�，���

�·。
�…

· 。

挂 � � � �

�
令

�

弓
�
� 。 。 � 、 �

�二二�
，
悦〔��� ��� ��

，�� 〕 � 一 � 〔��朴 � � ��
，���

��〕 ��
� �

� �八 、 产 ��� �

又 �� � �

得到 �� ����
，� ��

，�� �� �����
。

再用��������反演定理得出���
，��的计数显式

，
以��� ����

，
� ��

，�� � �铸���代入

得到
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厂� ��
，�� � � ��

，����� � �劳 ��
，��

弓
仁� � ����

再用���
��
��

“ 反演定理得出��
� ，��的显式解

。
���

��
��

�
反演定理

�
设 �� 〔 〔� 〕 〕 二

�
�

氦
��‘ · ‘

�
�·任，“ ，‘��

�
表示·的幂级数集合

。

令
� ，� 〔 〔�〕 〕 。 二

�
‘任，� 〔 〔·〕 〕

�
〔一 〕 �二 。

�
�� 〔 〔·〕 〕 � 二

�
�。 、� 〔 〔·〕〕

��
���，
�
一 ’
存在
�

令
� ‘� “ ·，， �

�手
�，· ‘

�
�奋〔 ，�且�二�

�
‘
�
�丢寺 �， ‘》 �

�
�一
�

设小�入�〔 �� 〔 〔入〕〕 ，，
存在一个幂级数 。 ���〔 �� 〔 〔�〕〕

���如果��入�〔 �� ��入�� ，
则有

�

� 〔�一 ，〕 ��
，
�入�小

·

�入�� � 今�夕 �
夕�

�

��

〔入“ 〕 士�入�� 〔入一 ’ 〕 �，�入�·
��� �小�入�小

一 ‘ ���� �� � �

‘·�代�仁

一一
、，产

�
了‘、﹄���鑫�厂﹄

���如果��入�任�� 〔 〔入〕 〕 ，
则有

�

习 �
�
�
� � ��。 � ��一 �中

，�。 ��
一 ’

���

�
。 二 〔入�〕 ��入�小

�

�入�

， 引理及定理的得出

所谓无环有根平面地图指不含任何环的有根平面地图
。

设�是所有这种地图的集 合
，
规

定点地图属于�
，
用���

，
�， ，�� ， ·

一
�表示�的计数函数

，
对 �进 行 分 解� � � ， � �� ，

�
�

为点地图
，
�

�

为�的其余地图集合
。

则�
，
��

，�， ，�� ，……� ，
��

��
，�， ，�� ，… … � 分别

表示�
，
与�

�

的计数函数
。

引理 � �
�
��

，��，��
，……� � �

证明
�
显然

记�
， �

�
�

·

�

�
� 〔 、 � ，“ 为�的根

朴
�

· “ 表示�收缩根边“ 为一点所得的地图
，

�
·

�的定根规则是
�

根边为�的根面边界上根边的后继边
，
其根 节 点

、

根面自明
。
�

，。 � �

表示�
�

在�
，
的一个与根边关联的有限面内

，
或若�

，
为点地图时

，
�

�

在�
，
的无限 面 内，

且�
， ，
�

� 〔 � ，
其根节点分别为�

，，
��，

�
，
门人

，

�� � ���� �
， 二 �� � �

，
�

�。 � �

的 根 节 点

为�
，
画图分析容易得出

�

引理 � � ‘ � 芝 ��
，
��

�

��
�

��
�。 ……�、 。 �卜 ，�

�》 �
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其中�
，，
�

� ，…… ， 、几
� ，
任�

� ，，
�� ，…… ，

�、皆为环地图

对任一� 〔 �，
令�

， � ��
�，�� ，…… ，� 。 ����为根节点�处的一个旋

， � � � ��
，�� 为 � 的

根边
，
在入

，
中出现二相继元素间的线性序 ��

�，���
，
�“

� ，���
，……分别称为第一角

，
第 二

角……且第����角为与无限面关联的角
。

十

��尹行引理 � ����
，��，�� ，……� � 小

�一 ‘
芝
�》 �

叉 �口���一�� �
。

、
� 〔 �

�《 �《 �����

· 二 ，�·。 �� ，
�
�一� �

�》 �

其中�为新增面度数减 �所得数
，
小

，
为作用在�上的 线性 算子小

二 ��
” � ���项不起作用

。

� �、， 可 规 定 它 对

���

证明
�
对任一�

�
任�尹，

若�� 。也即� ‘
中不含环地图记�

�
中收缩根边后具有这 种性 质

的地图集合记为�
�
气 其计数函数相应记为�

�带
��

，��，�� ，……� ，
则有

�

�� �� ��，
�
� ，�，，了� ， … …�

� 芝
、 “

� 〔 �
���《 � ���

�� �一 豆十 � ·
�了� �

� 兀

�》 �

�，�� ‘��

若���时记�
。
中相对应的地图集合为�

�
什

，
其计数函数相应 记 为�

�

林 ��
，�，，

��，……� ，
设��在�

。
的第�

，
角内

，
则 。 《 ��《 ���一�， �����

，
则有

�

��朴朴 �� ，�，，
��， ” ” ”

� 卫
�》 �

叉
�，任�

叉 〔�����
一

�
一��〕

�
一�

·
�

� �
兀 � 兀 �

��
�� ���

���
�《 ��� �

�
�《 �《 �

叉

�
·
��，

��� �
一
� �》 �

小
，
��� �� 芝 � “ ���

一，‘ ， �

� 〔 �
���《 ����

小
，���� 二 芝 �

��� �
� 兀

���

��
，诬 �� �

�》 �
� 〔 �

�《 �《 ����

�口 ‘��一�� �一��� � · 兀 ��” ‘� 、
�
�� ，

故�
� � �

�
��

，��，��，……� � ��� � �
�，， ��

� ‘ �一 ’

�息
。〔、
奢
� · ’ ‘� ’ 一 “ ’ · ‘ ’ ‘ ’

���

小
，一 ‘ 〔小���’ �小

，��’ ‘ 〕 匆

�《 �簇����

一 “ ��
· 、 ‘�，
�
�“ 不

�夯�
沪 夕

弓�理得证
。

引理 � 叉
� 〔 �

�� �� �一�� � ·
��� �

�‘ �《 ����

其中� � � ��
，��，�� ，

兀 �
‘�孟

���

……�

��，� ���
� 一，
�
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‘ � ，，
�
� �� 一 �� ���

� 一 �

� ��� 二 � ��
，�，，��……�

证明
�

芝 �� ��卜 ‘� ’ ·
�‘� ‘ ·

垂
� 任�

�《 �《 ����

介 �二
�� ���

�》 �

� 芝 � “
以�� ’

�任�
���《 ����

· ， ·

�工、
八 工 ，

� 北 ��
�� ‘� �

�》 �

� 叉
� 〔 �

�� ���� �
·
�

· �
� ���� �一 �“ ���� �

工� �����一 ��

� 皿 ��� ‘��

���

�

恙〔
·

檐
�·’ ‘�” �

二
，
�‘皿， ���一 � 叉 ��� ��，

� 〔 �

· �

二 ，。 “ “

门
�》 � 产

� �了

� 一 �
〔二� 一 �� ��� 〕 �� ���

二 ，，
�

中于其对定理 � 无环有根平面地图节点剖分的计数方程为
� � � ��

、 一 �

了
一三里丛丝旦

� 、
甲，

人�一 ���
二 一��乙

�

证明
�

� � ��
，��，�� ，……� 。

由引理 �
，
�

， �得

� 一 � ， � � � · ��小厂
�

〔 叉
���

�����
二 ，，
�� �一 〕

�� ‘ �小厂
‘

�
���

二 ，�
�

�一 ���
二 ，，
��

，
定理得证

。

� 应用

作者建立了一种设立参数法对以上定理 �的结果进行了有益的应用
。

设立参数法
�

函数� ��
，�� ，�� ，……�中的�，

令�
，� ��，，

则

���
，��，�� ，……�� ����� 兀

���
�一� ���

艺 �
� ����� 艺 �����

� 叉
�二���

·
��》 �

� 〔 �

� ���
，
�，��

��》 �

令����
二
����

，����
·

����� 艺 �
� �����

���

�

����� 芝 � 。���� �
，
则

�

�》 �
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���
，�，��� 芝 ���� ’ ·

�’ �‘

��一����。 �����一 ‘

� 〔 �

其中����
�
表示�的根节点度数

�����表示�的边数
����

�
表示�的节点个数 习

对��‘
，�，��� 叉

��、�，·
�“ ����一 ��从�

· �����一 ‘

� 〔 �

、奢
�

�于�
�‘� ’ ·

�
，�

�
�‘� ’ · ·· ‘

一
再令吞

�

� �
， �“ 二 �

， � � �

厂� � �侧�

� �
则代��了�

���
，�

，��二 �命��
，
�

，
��� 叉 �����·

��‘ ��·
�

�‘� ，��
� 〔 �

�一一�

�
，�、

设 “ ‘�，
�

，
�’ ” � ’ ‘�，

�
，
�” �二
虑

。
丫

‘� ” ��‘� ” �
『‘� ’

则���
，
�

·

��表示�的以根节点度数
、

边数及节点个数为计数参数的计数函数
。
以 上即

为作者建立的设立参数法
。

运用以上方法则� 二 ���
，
�，，�� ，……�二 ��� ，

�
，
����

����二 ���
，�，，�� �……�

� 芝
� 〔 �

��� ���
� 兀 �

��� ���

�》 �

艺 ������ 艺 � 、
���

训丫叫
�

了劝匆
�

�李�

二 叉
� 〔 �

二 叉
� 〔 �

����� 艺 �
· �一���

��� 艺 �，
���

� �
�

� �》 �

��吸��
。
�

����一 � � ���
，
�

，
����� ������

�
二 ， �

� �
�� 一 ������ ��一 ����

� 一 � � �� 一 ��

定理 � 无环有根平面地图以根节点度数
、

边数及节点个数为计数参数的计数方程为
�

�么��么 � 〔 一 � �� 一 �� 一 ������� �
����

一 ���〕 一

�� �
�
�� 一 �� � �������一���，������ �
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证明
�
由� � � ，� ��，

� � 二 �� 二 �

�亿�
·

了 �
·

�� � �� 二

��一 ����

� �� 一 ��

�一 �亿�
·

训�
· ��一 ����

� �� 一 ��

� � ���化简后得定理 �方程
。

对于定理 �中方程令�� �
，
则得无环有根平面地图依根节点度数与边数的计数方 程

�

�����一 �������� �一 ���� � 一 �� �

此处���� � ���
，
�

，
��表示仅以边数为计数参数的计数函数

。

根据二次型法 有

〔 �������� �一 ��
， 一 �� “ � �� 一 �� 〕 �

� � � � �

� �、 一 马

厂��
�

弓
·
�

忆
�

百�又
� 〔 �������� �一 ��

� 一 ���� �� 一 �� 〕 �� � � � �
� “ 、 一 马

化简得参数方程
，

厂七一

弓
�� �乙

名

七������ �� �七一 �� 〔 �一 �邑一 ��一 �乙一 ��
�〕

再令�二 息一 �得
�

厂月� ��刀� ��
毛

代
仁����� �� ���一 �一 刀

��

利用�������。反演定理得
�

二
� � 、 � ， �

军 ����
�
��生

����� �� � 岑拼翌屯罕匕三
二

�
���

�
���� �

�� � 、 一 一 � ， ‘
一

‘

�
皿 � 置

� ‘
�

����
�
���

���
�
���几�

此显式解意义为边数是
�的无环有根平面地图不同构个数是

进行了有益的应用
。

对�的求解繁杂
，
这里不作研究

。

����
�
���

��汪
����� �

’从而对定理 �
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