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用稀疏矩阵技术分析弹性转动约束

复合材料层合板的弯曲

杨 加 明

�建筑工程来�

摘 要

根据 ����� 〔�〕 的高阶位移模式剪切变形理论
，
本文得到 了具有弹性转动约束

边界条件的正交对称铺设层合板的弯曲解
。

利用稀疏拒阵技术求解大型稀疏线性方

程组
。

同三维弹性理论解相比
，

本方法所产生的误差很小
。

关键词
�

高阶位移模式
� 稀疏矩阵技术

�
弹性转动约束

�
复合材料层合板

� 前言

近几年来
，

复合材料越来越受人们的广泛重视
。

这是由于纤维复合结构在许多工业领域

如航空航天
、

造船
、

建筑等起着非常重要的作用
。

众所周知
，

经典板壳理论忽略了横向剪应

变的影响而采用直法线假定
。

对于各向同性板而言
，

仅当厚板时才需要计入横向剪切变形的

影响
。

而对于多层层合板
，

由于层间剪切刚度相对较小
，

即使是板的宽厚比并不很小
，

横向

剪切变形的影响也是不容忽略的
。

一阶位移模式 〔�一�〕 考虑了板的横向剪应变的影响
，

它是假定板的中面法线变形后仍

为直线
，

但不再正交变形后的中面
。

这一理论对于计算板的挠度是较满意的
，

但每层的横回

剪应变都是设为常量
，
所以由本构关系计算应力时会产生一定的误差

。

高阶位移模式 〔�〕

〔�〕 假定横向剪应力沿厚度显抛物线分布
，

它不仅能精确地满足应力边界条件
，
同时应力的

计算不必用剪切修正系数而更为准确
。

本文采用的是 �����型高阶位移模式剪切变形理论
。

较多的文献所考虑的是某种特定的边界条件如简支边或固支边
，

实际上边界条件往往介

于这两种极端情况之间
，

这就是所谓的弹性转动约束边界条件 �包括简单支承和固定支承�
。

由于弹性转动约束条件更具普遍性
，
因此本文所介绍的方法对解决工程间题有一定的指导意

义
。

本文于 ����年 �月 �� 日收到
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� 基本方程

考虑一多层层合板
，
坐标系 ���位于板的中面

， �
轴垂直于未变形的板的中面 �向下�

�

设

平面位移场为高度
�
的三次函数

，

横向位移不随
�
变化

。

这样所设的位移函数精确地满足了板

的上下两表层剪应力为零的条件
�

� ，
��

，
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，
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， �
， � 、 ， ，
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� 几
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这里的
� 。 ， � 。 ，

� 表示中面的三个位移分量
�，二 ，

甲
，
为中面法线变形后在 �� 和 �� 平面的转角

�

�为板的厚度
�

从 ���式可以看出
，
虽然采用的是高阶位移模式

，

但独立的变量个数同 �����
��

�

〔�〕 理论是一样的
。

与位移相关的应变为
�
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本文讨论正交对称铺设层合板
，

其本构关系为
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为转换后的材料常数
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利用虚位移原理
，

得到层合板的平衡方程
，
并把相应的分量代入平衡方程

，

最后得到以

三个位移表达的控制方程
�

� 产 。 ��乳 �
， ， ，
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�
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其中 �。 ，
�。 ，
只�，

�
‘，
是板的刚度

，

定义为
�

�，‘， ，

、
，
�

‘�，

�
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丁
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�
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，·� ，
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这里所考虑的是对边具有相同抗转能力的弹性转动约束边界条件矩形板
，

简支边和固支

边仅是它的一种特例
。

�乳一一一一当 � � � ，�

当 � � 。 ，
�

一 。 ，

肇
一土
知

一 �，
弩

一 士

知
���

�
， ，
��为边界上的弹性转动系数

。

� 求解过程

位移函数选择以下双重级数形式
，

边界条件 ��� 全部得到满足
�

� � 习艺�
二，
尺二����

‘
�，�

、 一

窑
�
加

·

���〕�‘
�夕� ���
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雾
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轰
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在上面的表达式中
，
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警
由下式决定
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， � � �
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口二 �

，
��

、���之

�一
��一�一

奢
。‘ 。 ，

一 ‘一普
，

以，� 一 亡��

言
��� �

百



��� 华 东 交 通 大 学 学 报 ����年

这里运用 ��������
方法

，

把 ���式代入控制方程 ��� 式中
，
���式中的三个方程分别

�
、 ‘ ，

�
、 �

， 、

�
， � ， 、 、 。 ， 、

� ， 、

�
， 。 ， 、 、

一�一一一�一二
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，
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到一组代数方程

�
�吼�
�

。
�

贬 � �

����
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�
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七

、���
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声苦
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�
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·
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�岔
‘
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� 瓦六
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，
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。
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。
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�
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�护一 气尸�
�
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月
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月
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‘
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�
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�
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�
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����

�

一孔且
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·

�，，

����

���� 式中的 �
‘
�� 二 云五�是与板的几何尺寸和刚度系数有关的常数

，
尸严

，
�少定义为

�

一

丁�
�

。

�，��‘
�，�、 ，

一

又
�

·

�，�

爵
〔�，
�，�〕�，

一
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�

·

�，，
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产 。 ， 、 �

�
� �

、
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�
。

石 。 ·
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卿卿
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介
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荞
〔���二�。��
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且
�，�二�
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��一丁�
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二
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、
仕�〕击

，
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��吴，�

���〕
圣

〔， 、 �了�〕杰
，

、 一

丈最氏
�，�〕
鑫吸

�，，〕、

方程 ����为一线性方程组
。

若层合板承受均布载荷 �
，

求和项取有限的项
，
�

，
�

，
�

，�
的

终值均等于 �
，

则 �
，，，， ，， 一 �

，
�

，
�

，

二
，
�

。

方程组和未知数的个数为 ��丝牛��
’ �

考虑到
� � �

一 一
’ 一 ’ ‘ ’ 一

�
’ 一 ‘ ’

��
一 、

�
‘ ’

� ’
� ‘ 才

终值 � 可以变化
，

因此必须设计一个通用的方程组系数自动输入程序
。

在线性方程组中
，

假
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定未知数的排列顺序为
�

�� �������
‘
�

���������
·
��

��
��

� ���

������
·
�

则未知数前面的系数矩阵为
�

��泞
，，
��一 �，，传，，

登
，，
�

，

的

其中
�

����

‘� 一
专

〔�� 一 ‘，�� � ‘，� �‘� � ‘，〕

。� 一 �

������头佘珊
〕

。� 一 �
�

十 ����车尸
一

牛
·

加号爵升�
〕

�二 一 �
，
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��

毕
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，
�

，
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这里的
“ ���” 表示取整的符号

。

如果 �一 ��
，
则未知数的个数为 ���

，
这是一个大型线性方程组

，

用一般的计算方法运算

工作量很大
，

耗机时多
。

实际上
� �分

�，
��是一个大型稀疏矩阵

。

例如
，

对于弹性转动系数

�
�
���� 。 ，

�� ” 的情况 ，

矩阵中的非零元素仅占整个矩阵元素的 �
�

��
。

本文所用的是选

主元消去法求解大型稀疏方程组 〔��〕 。

选主元时考虑了下面两点
�

�
、

保持稀疏性策略
。

即以主元所在行或列非零元个数最少为原则来选主元
。

这样做既简

单又实用
。

�
、

保证数值稳定策略
。

在满矩阵消去法选主元时
，
一般按剩余矩阵中最大或每列中最大

元的原则选择
，

即全主元和列主元消去法
，

这与保持稀疏性要求不相容
。

为此
，

采用两者之

间折衷的方案
，

非零元可作候选主元的条件为
�

�
��子

， ，

���异 ����
��子

， ，
����

。

�，���
��泞

， ，
���一 ��� 】��右，

，
���� ����

这里
。 为控制参数 。� 。��

。

本文求解的整个过程由以下几个子程序完成
� �见下页图�

� 数值结果与结论

本文对两种不同材料的层合板 �见表 �� 进行过计算
，

计算过程在 ���一 ������ 上完成
。

假定层合板每层的厚度相同
，
整个层板承受均匀分布荷载

。

定义无量纲中心位移和应力为
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超越方程����式求解子程序

令

���脚。 �
数值积分 〔��〕子程序

求求刚度系数�
��，�

�，，
��，

，
�、，子程序序

自动输入线性方程组系数
。 �右

�，
��子程序

求解大型稀疏方程组子程序

计算位移和应力子程序

束

� 二 ��� 又 ���
�

��
，
�

�

����
��

，
���

� ‘
�

叮，， � �� � 口�，��
�

��
，
�

�

��
，
�

�

����
，
��口�

’
�

口，� 一 口�。 ��
，
�

，

��
，
��������

超越方程 ����的根由表 �给出
。

对于弹性转动约束层合板
，
�， 二 �� 二 �对应四边简支的边

界条件
��� 二 �� 二 。 对应四边固支的边界条件

。

为了比较级数 ��� 的收敛快慢
，

表 �给出

了不同的求和项对计算位移和应力的影响
。

级数收敛得快
�

从计算中不难发现
，

的比 �，大的收敛得快
。

从表中可以知道
，

计算位移的级数比计算应力的

计算薄板的级数比计算厚板的收敛得快
� 计算系数芍 小

表 �是高阶位移模式同一阶位移模式的比较情况
。

表 �
，
�

，
�是本方法同弹性理论解及

经典解的比较结果
。

结果显示
，

对于 ��� 较大的厚板
，

用传统的经典理论求解会产生较大的

误差 � 无论是中心位移还是应力值
，

考虑横向剪切变形的高阶位移模式解更接近于三维弹性

理论解
。

表 �
、

表 �和表 �� 分别给出了不同边界条件
、

不同宽厚比和不同的长宽比的�
，

不
，

瓦值
。



第 �期 杨加明
�
用稀跳矩阵技术分析弹性转动约束复合材料层合板的弯曲 ���

表 � 两种材料的弹性常数

第第一种材料料 ��
���� ��

‘��� ��� �� ��
���� ���

��
�

�� ��
‘
�����

������，
��

�

�� ������ ���
二�

�

�火 ������ 下����
�

����

第第二种材料料 ��
二��

�

��又 ������ �
�
� ��

�

��又 ��‘��� ���
一�

�

�� ��‘�����

�������
��

�

��� ������ ���
一�

�

��� ��‘
��� �，�

二�
�

����

表 � 不同弹性转动系数的超越方程的根

����一�
����� ���� 以��� ���� 众��� �，，

……
����� �

�

������� �
�

������� ��
�

������ ��
�

������ ��
，

������ ……
����� �

�

������� �
�

������� ��
�

������ ��
�

������ ��
�

������ ……
����� �

�

������� �
�

������� ��
�

������ ��
�

������ ��
�

������ ……
������ �

�

������� ��
�

������ ��
�

������ ��
�

������ ��
�

������ ……
���洲匀匀 �

�

������� ��
�

������ ��
�

������ ��
�

������ ��
�

������ ……
表 � 不同求和项的挠度和应力值 ��

，
�一 �

，
��二 ，

��

����� ��� 口����

����� �
�

������ �
�

������

����� �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
�

������

�计算条件
�

第二种材料
， �
��一 �

�

�
，��� � �

，

四层 〔�。

���
�

���
�

��
�〕 ，

�
，
��

�
一 ���

需要指出的一点是 �������
�一�����

� 〔�，
�〕 剪切变形理论可作为本文的一种特例处理

，

仅需置 �。 ，

�
。 ，
�“ ，

�
�。 ，

��
� ，

凡
�

为零
，
�“ 和 �

�，
乘以一定的剪切修正系数即可

�
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表 � 本方法同一阶位移模式结果 ������ 比较

次次次
本 方 法法 ������

�����一��� ��� ���� ����� ��� ����

����� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

����� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
�

������ �
。

������ �
�

������ �
，

������ �
�

������

������ �
。

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

������� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

巧����� �
。

������

�

�计算条件
�

第一种材料
，�
��一�

，

三层
， 〔��������

。 〕 ，
�
�
二�

�
一�

，

后者的剪切修正系数一��

表 � 本方法同弹性理论解 〔��〕及经典解比较

������� ����� ���

弹弹弹弹 性性 本 方 法法 经 典 解解

理理理理论解解解解解解解解解解解解解解解解解解 ������������� ������ ��������

����� �
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

����� �
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

���
�

��� �
�

���� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

�����
�

���� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

�����
�

���� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

�计算条件
�

第二种材料
，

正交异性
，
��一�

�
���
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用稀硫矩阵技术分析弹性转动约束复合材料层合板的弯曲 ���

表 � 本方法同弹性理论解及经典解比较

������� ����� 口遥���

弹弹弹弹 性性 本 方 法法 经 典 解解

理理理理论解解解解解解解解解解解解解解解解解 ������������� �� ���� ��������

����� �
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� 名
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
，

��履履 �
�

����� 石
。

����� 右
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

����� �
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

���
�

��� �
�

���� �
。

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

��� ���

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

�����

�计算条件
�

第二种材料
，

正交异性
，
�

，
���一��

表 � 本方法同弹性理论解及经典解比较

����
‘��� ����� 砚砚

弹弹弹弹 性性 本 方 法法 经 典 解解

理理理理论解解解解解解解解解解解解解解解解解解 ������������� �� ���� �� ������

����� �
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

���

����������������
�

����
’’

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

���

����������������
�

������

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
。

���

����������������
�

������

����� �
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

���

����������������
�

������

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

���

����������������
�

������

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

���
��� �

�

���

����������������
�

������

���
�

���
�

。
�

。 ��� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

���

����� ������������ ��
�

�����

�����
�

���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� � ����� �
�

���

����������������
�

������

����� ���� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

����� �
�

���

����������������
�

����
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�计算条件
�

第二种材料
，

正交异性
，
�，
一�

�
一��

，
括号中的数值从应力平衡方程中获得

。

表 � 不同弹性转动系数的可
，

瓦
，

砚值

�����
�
一�

���

��� 口���� 叮����

���������� ������ �一 ���� �一���� ������ �一 ����

����� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

����� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

����� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
，

������ �
�

������ �
�

������ �
�

��� �
�

���

�计算条件
�

第一种材料
�����

，���� �
，

四层
， 〔��

���
�

���
�

��
�〕�

表 � 不同宽厚比
�
�� 的可

，

砚
，

砚值

������� ���
叮���� 叮����

厂厂厂
� ���

�� ���� �� ���� ������ �� ���� �一 ����

………� � ��������������

夕夕夕 �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

����� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

����� �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������ �
�

������

�计算条件
�

第一种材料
，���一 �

�

�
，
四层

， 〔�������������〕 ，
�

，
��

�
���
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表 ��

�

不同长宽比���的 丽
，

瓦
，

瓦值

口�� 叮��

�一��

�
�

����

�
�

����

�
，

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�� �� �� �� �一 �� �� �� �一 ��

�
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

����

�
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

����

�
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

����

�
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

����

�
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

���� �
�

����

�
�

���� �
�

���� �
�

���� �
。

���� �
�

����

，

�︼�一，臼一左止一��一只︺一��
产

一
�
一
。
一
。
一
。
一一
。

�一月‘孟一，�一�上一，土一��一�‘

�计算条件
�

第一种材料
， ���一�

，

四层
， 〔�’

���
�

���
。

��
�〕 ，

�
，
一�

�
一 ���
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