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变质量非线性非完整系统的积分不变量
’

罗绍凯

�河南商丘师专�

摘 要

本文研究变质童非线性昨完整来统的积分不变黄理论
。

首先
，

给出变质贡昨线性

柞完整柞保宁来统的正则方程 � 其次
，

研究系统作用全的外子时变分 � 而后
，

建立

系统的基本积分变黄关来
，

给出其保守力学来统的 ���������一������ 积分不变童和

��������
‘
通用积分不变童

。

关键词
�
积分不变量 � 变质量系统 � 非完整约束

� 非等时变分

� 引 言

随着科学与技术的进步
，

变质量系统动力学的研究越来越重要
。

喷气飞机
、

火箭
、

卫星
、

航天器等一般都是变质量系统
，

有些是变质量的非完整约束系统
。

近些年来
，

梅凤翔
，

乔永

芬等学者已经建立了多种形式的变质量非完整系统的运动方程
〔，一幻 ，

但是其不变量理论还很

少研究
。

不变量理论在现代力学
、

物理学和数学中具有重要的地位
，

受到越来越多的重视
。

笔者在文 〔�〕 中给出了变质量非完整系统的微分不变量
，

本文进一步研究其积分不变量

理论
，

给出变质量非线性非完整非保守系统的正则运动方程
，

计算系统作用量的非等时变分
�

建立变质量非线性非完整非保守系统的基本积分变量关系
，

给出相应保守系统的���������一

������ 积分不变量和 ��������，
通用积分不变量

。

� 变质�非线性非完整非保守系统的正则方程

研究 � 个质点构成的变质量力学系统
，

其位形由广义坐标 ����� �
，
�

，… ，
�� 确定

。

第 �个

质点的质量�
‘
二 �

‘
��

， ，
寸

， ，��
，

时间�� 内逸出或并入第 �个质点的质元 �俩
，
�。 ，

相对于 �
，
的速

度为
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�
， 。

设变质量力学系统受有 �个非线性非完整约束

乃��
， ，
寸
。 ，��� � �月一 �

，
�

，… ，�� ���

在 ����� 条件下
，

系统的运动方程为���

篆
一

�，��，�郭誓 �� � �
，
�

，… ，��扩一称�一��

���
卡 汤九

‘ ，

�
，

�� ‘ 而
之‘ 、 、

八 �二， 十
一厂 气二丁八

�

八
一二一 ，少

‘习
， “ 不 乙 、《勺 ‘

︸��一�无一杠尸
，

一 艺 〔孟而
‘
十 � ‘

�

其中 � 为系统的动能
，

彻为待定乘子
。

把广义力�
，

分为保守和非保守的两部分
，

即

二一警
� �，‘、一 “ ， ，‘，

���可以写为

髦
一 ��十 尸

�

十

鑫
‘

蓄 �� � �
，… ，�� ���

笼一雌���一

���一� 为系统的������
�� 函数

。

如果存在一函数 ��。
， ，
�

， ，��
，

使�‘ 〕

�� � �
，… ，�� ���翌

·

娜�一��
一��一���一一

���可写为

程中程方其方

一 �
， ‘

�

宝、 势 �一
�

，

一
，

���
君一 ‘

匆

���一称
���一

其 中 刀 一 � 十 �
，

用 � �
表示把 �

、
��

， ，
奋

� ，
�� 代入 �

‘

所得的表达式
，

引进广义动量和

�������� 函数

尸
一豁

，

分 ‘ ，

丸，�� 一

客
尸序 一 “ ·

���

系统对应于 ��� 式的正则方程为
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口�
�

�
· “ 万下

� ’
��

�

��
，

十 �
， ，

�
全、 势
夕二 � 刁�

，

�� � �
，
�

，

一
，�� ���

这就是变质量非线性非完整非保守系统的正则运动方程
。

对于常质量的非线性非完整非保守系统
，
��� 式写为

、
，
一

多
，

户
，

一势
� ���

交
、
势

·

�� 一 ‘ ，
�

，

一��
户� � � �

，

���

对于完整保守的力学系统
，

进一步写为

�� 认 ��
�

，

一 二一�二 ，
厂

，

� 一 弋丁� 拈 � �，艺，… ，�少
� 厂

� �习
�

���

� 变质量力学系统作用量的全变分

设运动的初始和终了时刻以及初始和终了坐标都不是固定的
，

而是参数
�
的函数

，

即

�。 � �。 ���
，
�犷一 �分�

����
，
一 �����

，��� �圣�
��

且广义坐标
、

广义速度的初始值和终了值满足约束方程 ���
，

即

乃�，犷
，
口夕

，�。�一 �
，

九��少
，，二

，���一 �

在这种情况下
，

变质量系统的 ��������
作用量

� 一

妙
�� 的非等时变分为 ����

� �

�
， ， 、 、 ，

�乙以
� 一

十 乙
’

下 气“ 月��
‘不不

户� 合 笼
’ 、

� � 吸夕
�
气万

�

��
�

� ‘。
不写 叫

‘

十
宝攀甸�� 十 “ “ 比 “ ‘ ’
‘一 � 匆

考虑到等时变分 叔�
，

一 �匆
� ，

完成分部积分
，

得

���一
一

。 � 一 习尸
，

丙
，

�屯十 �
‘ “ ��吞�

利用非等时变分与等时变分之间的关系田
， �

有

户
，

告 笼
，

� 夕
，
戈二��‘ 。

东片 � �
， 攀

�标��

匆
，

����
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匆
，

�
�

把 ���
、
���代入

� �� � 两
，

�
，
� 勺 � �

�

����山
‘

��� �
，
��

����
，

得

。 � 一 �习�，‘ 。 �

一 �
’ △ ‘���丢�

���若， ，
��

‘

� ��二 司
� 夕 八下一一 一 二� 气丁，一 十 碌

，

�，。
仁片 口 �

， �� 口 �
，

�

卦黔����
一

又身
“ 十

熟黔
‘
����

在
�
值对应的路径都是真实路径 �即正路�的情况下

，

我们有

哪
� 艺��

‘

匆
，
一 �

’

“ 城 一

恤
�

，

客
‘
静

“
�，��

����

����

我们选取 �� 十 �维增广相空间
，

并在其中取一条任意的闭曲线 �
。 ，

它的方程为

�
，

� �了���
，
�

，
� �分�

��
，�� �。 ��� ��簇

�
成 �

，� 一 �
，
�

，… ，��

这里
� 一 。 、 � 一 �是曲线 �

。
上的同一点

。

我们以曲线 �。
上的每一点作为始点各引一 条真实路

径
，

便得到一个封闭的真实运动轨线管
，
即正路管

�
，

� �
，

��
，��

，
�

�

� �
，

��
，�� ��镇

�
� �

，� 二 �
，
�

，… ，��

其中 、 ，

��
，
��� 、 ，

��
，
产�

，
�

，

��
，
��二 �

，

��
，
尸�

。

在此正路管上再任取一条闭曲线 �
、 ，

使之包围正

路管并和正路管上每根曲线仅有一个交点
，

曲线 �
，
的方程设为

�
，

� �矛�
��

，
�

，

� �于����一 ����� ��簇
�
� �

，� � �
，
�

，… ，��

将 ����在 〔�，
�〕 上积分 ，

得

。 一 ���� 一 ��

卜芡
〔
郭

‘

、
，
一 �

·

也〕 ���一
�

阶分
��十全、 蜂�

��，��
‘ 一 二 �

一
“ “ 王

介
�

匆
，

一

主
�〔
郭匆 一 “ ·

“ 〕 一
主

。 〔

客洒
刀

一 “ · “ 卜粉
�
全、 势�、 ，��

����

考虑 �。
、
�、 的任意性

，

匆
，

这里 �是包围正路管且与每根轨线仅有一个交点的闭曲线
，

即为

�
，
� 口

�

���
，
�

，

� �
，
���

，�� ���� ��簇
�
� �

，� � �
，
�

，… ，��
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变质圣昨线性昨完整系统的积分不变全 ���

将 ����两端同除以 ��
，
一 �。�

，

并取极限
，
有

〔万�，匆
，

〔万��匆
，

一 �
‘
乃

一 、

���
主

一�’ ‘ 一

主
�蓝 一 ��

���工令
，。 ， �

小
，

��，
、 。 �

�
�

丫
， ‘ 山 、呀

�

下 ‘ 山， ��一，�叭
� 一 �

一 ’ 。 一 ‘� � 卜
�

匆
，

�二二 止�忿万限

�� 一 �。

应用中值定理
，

得到关系式

夕
一

蜻��� �

郭爵
��� ����

其中

，一
主
〔
客
尸

，

“
，

一 �
’

“ 〕
����

表示变质量系统的 尸��二��汪 二 ��材��
积分

。

� 变质虽非线性非完整系统的积分变且关系与积分不变量

定理 � 若曲线 �是围绕变质量非线性非完整非保守系统的正路管的任意闭曲线
，

则沿

此曲线存在 尸��，��挽 一 �����
� 型积分变量关系 ����

。

如果系统的主动力
、

约束力均为保守

力
，

则有 尸�����沈 一 �����， 型积分不变量
，
即 ��常量

。

如果曲线 �是由系统的同时状态组成
，

则 山 一 。 ，
于是有

定理 � 若围绕变质量非线性非完整非保守系统的正路管的闭曲线 �
，

是由该系统的同

时状态所组成
，
则沿此曲线存在 尸���

��挽 型积分变量关系

���
一

手
‘

加
�十

鑫
‘

黔
�

����

其中

�� 一

生客
尸

，、 ，

����

为变质量系统的 �������‘ 积分
。

如果系统的主动力
、

约束力均为保守力
，

则有 �������亡型积

分不变量
，
即 �

，
�常量

。

由本文定理可知
�

对于非完整非保守系统
�

不存在文 〔�〕 的 �������己一������ 积分不变

量和 �������‘ 通用积分不变量
。
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对于常质量力学系统
，

有

�
，

� �
，

�
呀

� �
，

万
’

� 万

定理 �
、

定理 �自然成立
。

对于常质量完整非保守系统的运动
，

由本文定理得到文 〔�〕 中定理 �和定理 �
。

对于常

质量非完整保守系统的运动
，

由本文定理得到文 〔的 的结果
。

本文的定理具有一般意义
。
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