
第��卷 第�期
����牟 �月

华 东 交 通

�����������
�������

学 学 报
������� ����������

大

��

���
�

����
。

�

���
�

����

度 补 图 的 直 径
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摘 要

本文的第一郑分对度补困的直径作研究
，

得 出其直径 � �� �簇�
，

并构造 出一

个直径为 �的度补图来说明这一结果不能再改进
�

第二部分通过对图与其补图的直

径分析
，

从而指明了若 � ��� 一�
，
刃�� ��� 二�或 �

。

作者对满足 � ��� � �
，

且 � �石���的这一类困作 了更进一 步的分析
，

得出 了其结构性质
、

构造方法及其

全布扭图
。

关镇词
�

度补图 �
自补图

�
度序列 � 极图 � 直径

� 度补图的直径分析

本文所指的图均为无向单图
。

如果一个图与其补图有相同的度序列
，

则称之为度补图
。

引理 � 度补图均为连通图
。

证
�

设 � 是一个度补图
，

若 � 不连通
，

则 � 有两个或两个以上的分支
。

记△表示图 � 的

最大度
，

从而具有最大度的点所在的分支中至少有△十�个点 。

在另外一个分支中任取一点
� ，

则
�
点在 � 的补图 石 中与上述△��个点均邻接 ，

即 石 中存在度数不小于△��的点 。

这与

�是度补图矛盾
。

故引理 �得证
�

引理 � 若 �是度补图
， �
是 � 中任意一个具有最大度的点

。

则
�

对 � 中任意一点
� ，

有

� 与
�
的距离 � ��

， ����
。

证
�

若引理 �不真
，

则在 � 中存在一点
� ，

使得 �。
��

，

闭邻域中的△� �个点均与 �
点不邻接

�

如图 ��� 所示
。

����
。

于是
，

在 � 中
， �
点的

从而在 百 中
， � 点闭邻域中每一点均与

�
点邻接

，

即
�

—点在 己 中的度数 �。 ��� �△��，

而△是 � 的最大度
，

这与 � 是度补图矛盾
。

故引理 �得证
�

定理 � 度补图 � 的直径 � �石�蕊�
�

图 �

证
�

由引理 �
，
� 是连通图

�

任取 � 中两个点
�
和

� ，

若
�
或

�
是具有最大度数的点

，

则

由引理 �得知
�
�。
��

，
�� 蕊�

，

若
�
和

�
都不是具有最大度数的点

，

则存在 � 中具有最大度
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数的点 �
，
由引理 �

�
�。
��

，
����

，
�
�
��

，

�� ��
，

再根据距离三角不等式有
�

心�
� ，。 �� 丸�

� ，、 �十 心�二
，。 �簇 �

由 � 和 � 的任意性
，

得知图 � 的直径
� � ���簇�

�

证毕
�

类似于引理 �的证明
，

不难得出定理 �的一个推广
，

即为下面的定理 �
。

定理 � 若△ ���和 古 ���分别表示图 � 的最大度数和最小度数
，

且△ ����

古 �����一 �
，

则图 � 的直径 � ���成�
。

其中 �为 �的阶
。

林格尔 〔���〕 和萨克斯 ��幻匕。 中指出
� “
每个非平凡的自补图的直径为 �或 �” �

�卜为自

补图的一种推广
，

度补图的直径有可能等于 � 从而说明了定理 �中不等式不能再改进
。

定理 ， 存在直径为 �的度补图
�

� � �

证
�

如图 ��� 所示
� �阶图� 与其补图 百的度序列均 厂万万下下于入

�

为 �� ��
，
�

，
�

，
�

，

�� � �
，
� ��� ��

。

�
，
��

，
� 是度补图

，

且 �。 ��
，

兰��� �� 夕墓

� � �

� � ��� 一�

�
，
�

，

��� ��的图的结构 圈 �

不难证明下面命题

命题
�

若图 � 的直径 � ���妻�
，

则其补图 己的直径 � �己���
。

由上述命题
，

容易得出如下两个推论
。

推论 � 每个非平凡的自补图直径为 �或者 �
。

推论 � 若 � �己� ��
，
则 � �石� 一�或 �

。

由推论 � 可将所有直径为 �的 �阶图分成两类
，

在此我们只要分析其中一类的结构
，
而

另一类便不难得出
�

定理 � � ����� �石���
，
当且仅当 � 是由一条长为 �的链 �

一��一、 一�
和另外一

个图 ��

构成
，
且使 ��

中每个顶点至少与
� �
和

� �
之一邻接

，

至多与 � 和 � 之一邻接
。

本定理指明了 � ���一� �己�� �的这类图结构及其构造方法
�

由这一定理及其后面的

证明
，

不难得出以下若干推论
。

推论 � ��� 若 �阶图 � 满足
�
� ��� �� ��� � �

，

则

��� � 至少有两个相邻的中心点
。

���� 有直径为 �的生成树 �二�
，二
��

�
��

����� �

其中 �����一�
， �� 、 ��分别为 �

，二
和

��
��

的中心点
。

� 边数 �� ����簇
�一�

�

� ��� 在推论 � ��� 的条件下
，

若 】� �����
�一�

�
则

�

， 。 、

�， �� ， 。 。 厂�一�门�

气�， 兵七又团支艾日 刀 乙� �一下� �
尹
�

。

‘ 乙 司

���每个极图由 �卜
�

中某 ��个点邻接
�
点

，

其余 �一�一�
，
个点邻接

�
而产生

，

其中 ��

， 一�一 � ，� 口 ， ，
一 。 ， ��

一��一 。

粼飞�万一
， � 和

�
足 入卜�

乙外田小闭�阴网息
。

‘
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对于 � ��� �� �石� � �的这类图
，

推论 � ���分析了其结构性质
，

推论 � ��� 找出

了其全部极图
。

现在我们来证明定理 �
�

充分性
�

由 � 的构造方法
，

不难验证
� � ��� ��

，

由推论 �知 � �石� 二�或 �
，

但

由于 击 ���
， � ，

� � �
，

从而得出 � ��� �� �石� ��
。

必要性
�

若 � ��� 二� ��� � �
，

由 � 与 己均为连通图
�

从而存在
� ， � 任� ���

，

使

得 �。 ��
， �� ��

， �
和

�
在 � 中不相邻

�

令
�
�一凡

�
��� �“

构成 � ��� 的一个划分
，

���所示
�

又
。
��� ��� ��� 一�一�

，

其中 �可以是空集
。

则 �
，

且在 � 中
，
� 中的点与

�
不相邻

，
� 中的点与

�
不相邻

。

�
，
�

如图

若 ��甲
，

则定理显然成立
。

若 �并甲
，

则 � 中的点与
�
和

�

均不相邻
�

又由 � �己� 二�知
，

存在 �’ ，
�’ 任� ���

，

使得

�。 ��
’ ， �

‘

� 一 �
，

且
�

�

和 �
‘

在 � 中相邻
�

若 �’ 和 �’ 同属于 � �或 �或 ��
，

则在 己 中
， �

‘ ，
�’ 均与

� �或
� �相邻

，

从而 �。 ��
‘ ， �

‘

���矛盾
。

若 ��和 �’ 其一属于 � �或 ��
，

另一属于 �转甲
，

则在 己 中
，

�’ 和 斌与
� �或 �� 均相邻

，

从而 �。

因此
， �

‘

和
�

‘

必定其一在 � 中
，

��
’ ， �

‘

�镇�矛盾
。

另一在 � 中
。

不妨设
�
�’ 任� ，

�’ 任�
�

又因为
�

‘

和
� ‘

在 �

中相邻
，

则 �’ 并� ，
�’ 井 �

�

于是 �
一�’ 一�

‘

一
�
是 � 中一条长为 �的链

。

故可设 �’ 二 � ，
�’ � � 。

令
� �

���一 弋�
， �，， � 、 ， �

�
，

若 �
，
中存在某点

� ，

在 � 中与
� �

和
� �
均不相邻

，

则
�
点在 弓 中与

� �
和 � ，

均相令
，

从

而有
�

由 ���
� ， ��� 一�矛盾

。

因此
，
�

，
中任何一点至少与

� �

和
� ，
之一邻接

。

显然还有
�

��

中任何一点不能同时与
�
和

�
相邻

。

事实上
，

这就证明了定理的必要性
。

证毕
。
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