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图的色等价与色唯一
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摘 要

本文综述 了近年来国内外有关图的色手价与色唯一性的研 究情况
，
还介绍 了一

些待解决的问题
。

关镇词
�

色多项式
�
色等价

� 色唯一

� 引 言

从 ����年 �
�

�
�

��������为冲击四色猜想而引进色多项式至今
，

仍没有一般的方法求

图的色多项式的具体形式
，

但人们在研究色多项式时发现有些色多项多不只是一个图的色多

项式
，

因而人们为了解决这个问题又引进了两个概念即图的色等价与色唯一
。

本文讨论的图均为有限
、

无向的简单图
。

记 ���
，

劝为一个图的色多项式
�

定义 �
�

� 若两个图 � 和 � 有相同的色多项式
，

即 ���
，

劝����
，

劝
，

则称 � 和 � 为色

等价
，

简记为 �一�
。

定义 �
�

� 若从 � ��
，
劝 一� ��

，
劝 可以推出 � 与 � 同构

，

则称 � 为色唯一
。

� 图的色等价

关于图的色等价的最早结果是由 ����得到的
，

他证明了
�

定理 �
�

� 一个
�
阶图 � 为树的充分必要条件是 � ��

，

劝 一入 �入一 ���
’ 。

在此之后定义了 �一树图
�

����年 ���������得到 �一树的色性
。

定理 �
�

� 一个
�
阶图 � 为 �一树的充分必要条件是 � ��

，
劝 二 入 �入一�� �入一��

。 一 ’ 。

并且 ���������根据树与 �一树的特征提出了一个关于 �一树的猜想
。

猜想 �
�

� 一个
�
阶图 � 是 �一树的充分必要条件是 � ��

，

劝 �入 �人一 �� ，� ·

�沃一�小

�� �沃一��
�一 “ ，

其中 ���
。

����年
�

韩伯棠和 �
�

�
�

���� 等分别独立证明了上述猜想成立
。

定理 �
，

��� 〕 一个
�
阶图 � 为 �一树的充分必要条件是 � ��

，
劝 一 入 住 一 �� “ ·

�入一

本丈于 ����年 �月 ��日收���
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���� �入一��
。 一 ’ ，

其中 ���
�

����年
，

韩伯棠得到关于 �、
一树的色性

。

定理 �
�

��幻 一个 � 阶图 � 为 �‘ 一树的充分必要条件是 � ��
，

劝 � 入 以一�� 一 �卜�

��� �沃一��
，
�沃一�一��… �卜���� �卜

��
�

一
’ ，

其中 �镇�����
， ���� �

。

���� 年
，
�

�

�
�

��� 得到两类图的色性
�

定理 �
�

��� 〕 具有 � 个点
， �条边且每个长度的圈的数目相同的所有仙人掌图是色等价

�

定理 �
�

�阁 具有 � 个点
， � 条边且每个长度的极小圈的数目相同的所有森林状的连通可

平面图是色等价
�

����年
，
�

�

�
�

����� �
�����

�

得到一系列 �
�

同胚图的色性
。

定理 �
�

��� 〕 下列 �对 �
‘
同胚图对每个正整数 �与 �是色等 〔�

。

��� �
‘
��

，
�

，

���
，

�
，
�

，
�� 与�

‘
��

，
�

，

�
，
�

，
�

，

����
，

��� �
�

��
，
�

，
�

，

�
，
�

，

����与 �
‘
��

，
�

，

�十�
，
�

，
�

，
��

，

��� �
‘
��

，
�

，
�

，

�
，
�

，

����与 �
�
��

，
�

，

�十�
，
�

，
�

，
��

，

��� �
‘
��

，
���

，
�

，
�

，
�

，
��与�

‘
��

，
���

，
�

，
�

，
�

，
��

，

��� �
‘
��

，
���

，
�

，
�

，
���

，
��

·

与 �
‘
��

，
���

，
�

，
�

，
�

，
����

，

��� �
‘
��

，
�十�

，
�

，
�

，
�

，
��与 �

‘
��

，
���

，
�

，
�

，
�

，
��

，

��� �
‘
��

，
���

，
�

，
�

，
�

，
��与 �

‘
��

，
�十�

，
�

，
�

，
�

，
��

�

����年
，

韩伯棠得到
�

定理 �
�

���� �， 。
��

，
��的不同构的色等价图只能是 �， 。 ��， � 〔�，

��的不同构的

色等价图只能是 �盖
十 �� �二

十 �� �二
一 。 � �各

、 � 。

����年
，
�������������得到

�

定理 �
�

���〕 �任甲�且 � 具有参数 ��
�， … ， � ‘ �的充分必要条件是 � ��

，

劝 一入 住一

��卜
�一 ’

�入一��
‘

其中
�
为

� �， … ， �� 中等于 �的数目
�

并且当时他提出一个猜想
�

猜想 �
�

�比 对每个
���

，
�任，二

且 �具有参数 ��
� ，
一

， � ‘ �的充分必要条件是 � ��
，

�

、� 一� �卜
� ‘
�

，

其中 ���
， 。 ，

一 。 且 。镇��

毛�
�二 ��

， ， … ， 。 。 一 ，
���对 �一�

， … ，
�

�

�， �

���� 年
，

王朝瑞与兰秀清证明了
�

定理 �
�

���〕 若 � 无纯四边形
，

则 � ��
，
沃�一沃住一 ���入一 ��

�
住一 �������的充

分必要条件是 �一�
‘

④�
� ④ �

�·

��一 ��个

����年
，

兰秀清得到下面两类图的色性
�

定理 �� �� ���阶图�一�一
‘

� �‘ ， ，

� �‘ ， �

的充分必要条件是 � 中无纯四边形且 �

��
，
入� 一入 �入一 ��… �入一�� �� �卜��

， �卜�一 ��… �卜
��

，

其中 �簇�镇�
�

定理 �
�

�� 含有 �
�， �

子图的
�十�阶图 �

，
�一�

·， �

� �‘ ， �

� �卜
，

� ���
�

的充分必

要条件是 � 中无纯四边形且 � ��
，
沃�� 沃

·

�沃一 ��…�入一�����沃一��
‘
�入一 �一 ��… �盗一��

，

其中 ���成�
。
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����年
，

刘二根推广了上面的结论
�

定理 �
�

�� 含有 �
�十 ，
子图的 ���阶图 �

，
�一�

·、 �

��、 十 �

� �、 � �

� �、 、 ，

��、 二�
的

充分必要条件是 � 中无纯 � 边形 ��镇�《 �� 且 � ��
，

劝 一入 �入一�� �
·

�入一���� �入一

��
，
�入一�一 �� … �沃一��

，

其中 �《 �簇�
�

� 图的色唯一

关于图的色唯一的最早几个结果
�

定理 �
�

� 完全图 �
。

是色唯一的
�

定理 �
�

� 完全图 �
。

的补图 �
。

是色唯一的
�

定理 �
�

� 每个圈 �
。
����� 是色唯一的

。

定理 �
�

� 每个 �一图 ����� 是色唯一的
。

����年
，

������ 。 证明�

定理 �
�

���� 广义 。一图是色唯一的
�

一���年
，
�

�

�
�

���� 和 �
�

�
�

����
� ������

�

得到下面两类图的色唯一性
�

定理 �
�

��
�〕 当 ���

，
�

。

是色唯一的
�

定理 �
�

�闭 当 ���
，

�� 是色唯一的
�

同年
，

他们还证明了
�

定理 �
，

� 当 �
成�时

�

�
二

是色唯一的
，

�
，
是色唯一的

。

�
。 ，

�
。
不是色唯一

。

并且
，

他们当时提出一 卜关于轮图色唯一性的猜想
。

猜想 �
�

� 当
�
��

，

�
。 、 ，
是色唯一的充分必要条件是 � 为偶数

�

����年
，

������ �� 等人证明了上述猜想的充分性成立
。

定理 �
�

梦
‘。 二 当

�
��为偶数时

，

�
。 、 �

是色唯一的
。

����年
�

�
�

�
�

����
������� 证明了

。

定理 �
�

��民 如果正整数 �
，

�
，
�

，
�

，

�
， � 中不存在两个以上取不同的值

，

则 �
‘
��

，

�
，

�
�

�
，
�

， ��是色唯一的
。

����年
，

�������证明了
�

定理 �
�

�����二 对每个
�
��

，

图 � ��
�

�� 是色唯一的
�

在这之后
，
���� �私人通信�证明了

�

定理 �一� 对每个
�
��

�

图 � ‘� ，
�� 是户唯一的

。

����年
，
�

�

�
，

��� 和 �
�

�
�

��� 推广了上面两个结论
。

定理 �
�

���，，� 对所有
� ， �

��
，

图 � ��
， ��是色唯一的

�

����年
，

韩伯棠得到
�

定理 �一�〔，了 设 �
， � 是两个非负整数且 ���

，
�成�镇�一�

，

则当
�
特�� �

， �护�十

�时
，
�

。
��

，
��是色唯一的

。

����年
，
����� �

�

��������证明了
�

定理 �
�

�� 〔��� �二卜
‘ ，
�

�

��
二

，

�
‘
对 �� �

，
�

，
�异�是色唯一的

。

定理 �
�

��〔，，二 当 ���
，
�成�蕊�

�� ��
，

挽不� 时
，
�二

�

二二 ‘ ，

����
。 二 、 、

是色唯一的
�
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并且他在此基础上提出下面猜想
�

猜想 �
�

���
�� 完全双图 �‘ �

��》 ���� 是色唯一的
�

����年
，

邵立周证明了此猜想成立
。

定理 �
�

�� 完全双图 ��
�。

������� 是色唯一的
。

此外
，

他还得到一系列图的色唯一性
�

定理 �
�

�� 正则的完全 � 分图 �‘ ��
一是色唯一的

�

定理 �
�

�� 完全三分图 �二 ‘ �� � ��� 士�
，
士�

，
士�� 是色唯一的

。

定理 �
�

�� �
。 一 ，� 。

���
，
是色唯一的

。

定理 �
�

�� �
�

��二
� ，
�

�

��一
。 ，

�
，

��
， 一 �

，。 二十 ，，
�

�

��
。 �

…� 。
��� 士�

，
士 �

，
土��是

色唯一的
。

����年
，
�

�

�
�

���� 证明了
�

定理 �
�

�「州 设 � 是一个含有两个块 � 和 ��

的图
，

则 � 是色唯一的充分必要条件是 �

是色唯一的且点可迁
。

����年
，
���� �� ��

，
�

�

�
�

����
� ������

�

���� �� �� 对具有二次
�一多项式的色唯一

图进行了分类
。

定理 �
�

����’� 令 � 是一个具有二次
。 一多项式的图

，

则 � 是色唯一的充分必要条件是 �

满足下面条件中的一个
�

���石��
� 。

���石�� ��
，
�

， � ，
��其中 �护�

，
�护�

，

以及 �����
。

���石�� ��
， � ， � ，

��其中 ����
，

且 �护�
�

������ ��
， ���

， � ，
��其中 �护 。 ，

�毛���或者 。簇�簇�
，

且 己尹� ��
，
�

，
�

，

��
。

���石�� ��
， ��� ， � ，

��其中
�
弄�十�

， �护�且 ��
�
或者 �簇

� 。

����年
，
�������

�

����证明了
�

定理 �
�

�����二 �
，。
是色唯一的

�

����年
，
�

�

�
�

���� 证明了
�

定理 �
�

�� 〔’ ‘二 如果 ���为奇数
，
则 �，� ，

是色唯一的
，

其中�
�� ，
是从 �

�十 ，
中用除一条辐

得到
。

���� 年
，

懂峰明证明了
�

定理 �
�

����� 〕 对于 ���
， ���是偶数

，

兔
、
是色唯一的

�

����年
，
�

�

�
�

��� 和 �
�

�
�

���得到
�

定理 �
�

�� 〔川 ��，’ 一
� ����� 是色唯一的

�

����年
，
�

�

�
�

��� ����
�

�
�

��卜得到
�

定理 �
�

�����〕 令 � 和
�
为整数且满足 �妻

�����
，

如果 �笋�且 �并�
，

则在 叭���中的

每个图 � 是色唯一的
。

���� 年懂峰明得到
�

定理 �
�

�����， 当 �
， � ，

�均为奇数或均为大于 �的偶数时
，

人��二是色唯一的
�

定理 �
�

��〔‘�〕 设 �蕊�
，
镇�

�，
���

，
�

� ，
��

均为偶数
，

那么 � ��
，
入� �� �凡

，
�

，，
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��，

劝 的充分必要条件是 �兰�
‘一�

�

、 或者 �兰氏
、 �

，
�一�

、 ·� 。

� 未解决的问题

在猜想 �
�

�中
，

当 �一�时 ���� ���������举出了一个反例说明此猜想不成立
，

但
�� �时

至今未得到解决
。

问题 �
�

� 如果一个图的色多项式 � ��
，
入� 二入 �入一 ��卜

‘一 ’
�沃一 ��血 �轰一 ��，

，

其中 �
，

�

分别是 ��， … ， � 、
中等于 �和 �的数目

，

则 � 是否可以表示成 �任甲
�

且 � 具有参数 ��
� ， … ，

� 、 ��

问题 �
�

� 如果含有 �
。 一 �
子图的

��� 阶图 � 的色多项式 � ��
，
幼 一入住一 ��…

�一 ��

�镇� ，

·

�入一��“ �入一�一 ��… �入一 ��且 � 中无纯 �边形 ��成������其中 ���
，

�沃一

�簇

那么 � 是否可以表示感�一�一
，

���十 ，

� �卜
�

�卜
�
�

��一 �� 个

问题 �
�

� �叭
。
一 ��

，， ����其中
� 、 ， ��

是 �氏
�

中的两条独立边�是否是色唯一的�

问题 �
�

� �‘ �

十� 是否是色唯一的� 其中
�
是连接 �二

。

两个部分点集的任一个中的两

点
。

问题 �
�

� 当 �
��时

，

猜想 �
�

�中的必要性是否成立�即当
���时

，

若 �叶
，
是色唯一

的
，

那么是否一定能得到
�
为偶数�

司题 �
�

� 所有连通点可迁图是否是色唯一的�
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