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谈谈各种积分的内在联系和统一记号

漆 书 家

�总 务 处 �

本文通过术质贡问题
，

引出积分概念
，

化为定积分的计算方法
。 ，

思路直观
、

新领
。

关键词
�

重积分
�
点函数

�
积分法

要

用点函数统一积分记号
，

推导出重积分

积分学在各种知识领域中都有广泛的应用
�

现行教材大都分别从物理
、

力学
、

几何和工

程技术中的问题引出积分概念
。

本文侧重总的思路
、

方法
，

建立它们的内在联系
�

� 积分法

下面通过对非均匀细棒
、

平面薄片
、

空间物体的质量问题的研究
，

抽象出定积分
、

二重

积分和三重积分的概念 �类似地
�

曲线形物体和曲面形物体质量问题可引出曲线积分
、

曲面

积分概念�
。

一般按下面三个步骤进行
。

��� 给出任一分法
。

比如说
，

将细棒分成
�
根小细棒

�
将平面薄片分成

�
块小平面薄片

�

将空间物体分成 � 个

小空间物体
。

���均匀化过程
。

即在分法基础上
�

将未知问题用已知问题近似地表示 出来
。

比如
�

密度非均匀的小细棒

质量
，

用密度均匀的小细棒质量来近似地表示 �密宜在细棒上任意选定
，

此时密度在细棒上

可看作是均匀的�
。

类似地
，

密度非均匀的小平面薄 宁贡量 用密度均匀的小平面薄片质量近似

地表示
�
密度非均匀的小空间物体质量用密度均匀的小空间物体质量近似地表示

。

���精确化过程
。

均匀化以后
� 。 根小细棒质量之和万���

‘�△ 二 ��。 块小平面薄片质量之和艺���
�， 、 �△ 。 ‘ �

。
个小空间物体质量之和万� �氛

，

本文于 ����年 �月 �� 日收到

�� �

味
，

奋�△� ‘
分别是细棒

、

平面薄片和空间物体质量的近似
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值
，

且这些和与分法有关
，

与均匀化方式有关
。

但当密度 ����
，
���

，
��

，
���

， �
， ��都

是连续函数
，

而分法无限变细 〔用 � 个小区间△����一 �
，
�

，… ，

��的长度最大者 ��△���一、 �

�或 �
个小区域△氏 ， △�� ��� �

，
�

， … ，

�� 的最大直径 �△���一��
，

��△���一��� 来刻

划 〕 时
，

近似程度可以无限精确
�

这样看来
，
当上述和式极限存在时

，

分别用这些和的极限来表示非均匀细棒
、

平面薄片

和空间物体的质量是非常自然的
�

而三个和式的极限可分别抽象出定积分
、

二重积分和三重

积分的概念 �曲线积分
、

曲面积分也可类似地给出定义�
。

于是

卫
�����二一支票

。

客
�‘截，△二

汀�
�二

，，��。

一
’�二
艺��‘

一 ，‘
�△ “ ‘

皿
�‘�

，， ，·，��一漂
。 ‘

万��氛私��
△认

� “
积分

”
的统一记号

从以上积分定义
，

我们能发现
，

如果将被积函数看作是积分域 � 上的点函数 ����则定

积分
、

二重积分
、

三重积分都可统一在下面形式的记号

加
尸 ’�”

中
�

若记号中

���� 为直线上某一部分 〔� ，
�〕 ，

即 �为 〔。 ，
�〕 上的点

，

此时 �� 为长度元素
，
则它

所表示的是定积分
。

即

妙
尸��� 一

卫���
���

���� 为平面上某一部分 �
，

即 �是平面区域 � 上的点
，

此时
，
�� 为面积元素

，

则它所

表示的是二重积分
。

即

�
，����一 亚

�‘�
，，，�·

���� 为空间几何体某一部分
，

即 �是空间区域�上的点
，

此时 �� 为体积元素
，

则它

所表示的是三重积分
。

即

�
了�，�“ 一

皿
了�二

，， ，·��。

当积分域 � 为曲线 �或曲面�
，
�� 是弧长元素 �或曲面面积元素�时

，

弧长的曲线积分 �或对面积的曲面积分�
�

由上看出
，

各种类型积分可以全部统一在一个记号下面
�

这样做
，

上述记号还可表示为对

既有助于深入认识各种
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积分之间的区别与联系
，

也有利于对积分性质的推广
。

� 建立重积分与单积分的联系

将重积分化成单积分计算
，

是重要的有效的计算方法
。

根据重积分表示物体质量的物理意

义来探讨这种方法比较直观
�

��� 当平面薄片 � 中各点的密

度用 ���
，
��表示时

，

平面薄片的

质量为

。 一

叮
�‘�

，，，���， �‘，

�

将 � 投影到
�
轴上

，

投影 区间为

〔� ，
�〕 ，

投影线分 � 的边界为两条

曲线
，

上条曲线方程为 �� ， �
���

，

下条曲线方程为 �一 甲
�
����如图��

在 〔� ，
�〕 上任取一点 � ，

过 � 作一

条直线穿过薄片得一细棒 �
�

�
� ，

细棒质量为

，，“ 吧咐咐

尽
厂�‘

，

” ‘ ，
图 �

设想细棒 �
�

�
�

质量集中于
�
占

，

则薄片 � 的质量在数值上等于细棒 �� 的质量
。

��的线密

度为

�
’ �“
���

�

夕���

于是得到

、 一

卫尖扣
二 ，，’、 ‘ 二

由 ���式得出二重积分化为单积分的关系式为

彗
“ 二

，·，��力 一

卫��尽
‘ �工 ，·，勿

���当物体 � 上各点的密度用 � ��
，
�

， ��表示时
，

物体的质量为

� 一

皿
了‘二

，， ，· 、�����·

���

将 � 投影到 ���平面上
，

投影区域为 � 〔�簇�簇�
，
�����簇�簇����� 〕

�

投影柱面分 � 的

边界为两个侧面
，

上侧方程是
�一 ����

，
��

，

下侧方程是
�� ��

��
，
��

，
�如图��

，

在 �上任取一点
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�
，

过 � 作一条直线垂直于 ���坐标面
，

穿过物体 �
，

得一细棒 �
，
�

� ，

细律质量为

旅�，��，
，，���� 仔 艺二 �产习�

设想细棒 �
�

�
�

全部质量集中于 � 点
，

则物体 � 的质量在数值上等于平面薄

片 � 的质量
，
� 的面密度为

�����
’

��“
二 ，， ，“ ’�‘ 丫

�沪�

于是得到

“ 一

薯
〔
嵘 ���

，
� ，����〕����

����

一

���丈淤哎沙
��

，， ，·，��

了

一
� ���，�冈
�
�

这样
，

由���式
，

三重积分化为单积分的�

关系式为 � 久

皿
�‘�

，， ，·，���，�‘
� �

图 �

一

介狱�办几 了��
，
�

，����

重积分换元公式的用法

定积分换元法是简化定积式运算的重要方法之一
。

重积分也有类似的换元法
。

汀了�
二 ，，�‘ 二

�
，
一
吓厂〔

二�。
，。 �

，，�。
，二�〕�昙华叫�

���。

心“
一

’

“ 一
’

召
’ 、 一 、 一 ’ 一 ‘ ” 、 一 ’ 一 ‘ ’

���“
，

的 �

一
皿
�‘二

，， ，二，�����
一 盯，、 �二

，。 ，
二�

，，�。
，。 ，

��，�，二�“
，。 ，。 �〕�早华华典�

����，

求由抛物线 �盆� � ，

尹��� 及双曲线 ����
，

����所围成的区域的面积

此题直接用直角坐标计算较为复杂
。

��

。
例解

�树
仔”召�

一一�

其中 � 是由尹��

作变换

��� ��� �
��一�所围成的区域�图��

�，刀�子
�

��
， �
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或

气
� �

工 � “ �� �

� �

� 一 “ �� �

屯、�

﹀斗

丫

丫习二弓

尹二乙‘ 多

匕�������
�����‘���������������������������������

������������������������������������义习二 �

刃
性么二艺

� � � 以

图 � 图 �

它将 � 变换为
��
平面上的区域 �

‘ ��毛
�
簇�

，
�成

�

簇��图��

以
�一�

�
��

生 三 � � 上 �三

万
� ’ � ’

百
“ ’ 刀 ’

�
� 兰 工 � 王 � 兰

万
� ’ 刀 ’

了
� ’ 刃 ’

一一

��一面即一面一��无即一��

一一

���
，
夕�

���
，��

一

价
�、 一

且护��
� 一

戮���令
一

如
�

例� 计算三重积 分皿
������·

其中 “ 为上半椭球域

�
��

，， ，·�

�
解 作变换

琪� 其� 其蕊
�

�
一

�
� �‘

���������卯

��
���夕���甲

一一一一��

�
�

。

� � ������

此变换把 � 变换为长方体 汀
��簇

�
簇 � “簇”簇晋
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���
，� ，���汾�州

之
� �’ 。 � ，� 。 、

�

�， � 。 、 � ，� 。 、 、

����，�
，

�� �
�� �� ��

一今
‘
沪

、 ‘ ’ ‘ ’
料

’ 少 、 ‘ ’ “ ’
洲

’ ‘ 、 ‘ ’ 口 ’
粉

，
�后吞不丽�

“ ‘ “ ‘ 甲

盯川一
�

其中 ���
，�

，��一 � � ‘ ����夕

��������尹

����夕���甲

����夕

���������尹

���
，
�

，��

���
，
�

，

叻
�����先��尹

一 �����夕

一 �����先��尹

份侣������甲 � ��������夕一一

�一甲�一中�一少�
一��﹂��一���一��如一����一韶��一��勿一����一��

一一

皿
�

��。 一皿
‘ ����

先��
� ’·‘�似

��似尹

一

介小咖������
�

���
·
似一争
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