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摘 要

本丈在 �����拓扑空 问上引入 了局郑连通的定义
，

并对它的性质进行 了探讨
。

关，调 �

局部连通
� ����� 拓扑

文献 〔�〕 引进 了 �����拓扑空间中的连通定义 ，

本文在 【�� 的基础上
，

引进了 ����� 拓

扑空间中的局部连通的定义
。

��
，

�� 表示一个 ����� 拓扑空间
，

有时简记为 �
，

为了行文方

便
， ，浙叙述一些术语

。

定义 ��〔 仅在点
��� 处取值 入任 ��

，
�〕 ，

在其余点取零值的 ����� 集称作 � 上 �����

点
，

常记作 � ‘ ，

点 � 称作它的承点 ������
�

定义 �〔‘ 〕 设 ��
，
��是 �����拓扑空间

，
�����集 � 称为点

� ‘
的邻域

，

若存在 ����� 开

集 �
，

使 ��任�仁�
，
����� 点

� 、
的所有邻域组成的集称为 ����� 点 �、

的邻域簇
。

定义 � � 、
是 ��

，

�� 的一个 ��二�点
，
�的子簇 �

。
称作点 � 、

的局部墓
，

若� �任�且 � 、

任�
，

存在 �任�
。 ，

使
� 、
任�仁�

。

定义 护二 ��，
�

�

是 ��
，

�� 的两个 ����� 集
，
�� ，

��

说是 �
一

隔离的
，

若存在 �中的

闭集 �
�，
�� ，

使 �
，〕 ��，

��
��

�

且 �
，
门�

���
，
门�

�
�必即 �

‘ ，
��

是 �
一

隔离的。 冷��

门

��二�
�

门�
�
一�

。

定义 ��，� ��
，
��的 �����集 �说是不连通的

，

若在子空间 �
。
� ，��� � 中存在非空的

�
一

隔离集 �
，
�

，

使得 �����
，
一个 ����� 集说是连通的��。 它是非不连通的 。

定义 � 设 � ‘ ，
�
�

是 ��
， ” 中的两个 ����� 点

，

如果在 � 中存在同时包含 � 、 ，
�

�

的连

通子集
，

则称点 � 、 ，
�
�

是连通的
�

从上面的定义知
，

若 � ‘ ，
�

。 ， 吞 是 ��
，

�� 中的 ����� 点
，

则有
�

��� � 、 ，
朴 是连通的

。

���若 ��，
�

。

是连通的
，

则 了
。 ， � 、

是连通的
。

���若 ��，
�

。

连通
� �

� ， 吞 连通
，

则
� ‘ ， �� 连通

。

因为 ���若 ��是不连通的
，

贝叮存在 ����
� ‘
中的非空的 �

一

隔离子集 �
，
�

，

使
� ‘
一��

本文于 ����年 �月 �� 日收到
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�
，

显然札一氏�
� ，
由 〔�〕 中定理 �

。
�知

，
与 �

。
�����矛值

。

���是显然的

���若及
，
�� 连通

，
觅存在包含 丸

，
�� 的连通集 �

，� 由于 �
� ， ‘ 连通

，
则存在包含 �

� ，

及 的连通集 ��。

由于 卜�艺 ��
� ，

姗 ��
，

��
，
于 ���� ��

�

��
�� 中是非 �

一

隔离的
，

由

��〕 中定理 ��
�

�知
，

矶
，
��

�

是连通的
，

故 瓜
， 入 是连通的

。

因此
，
����点的连�关系为等价关系

。

定义 � ��
，

�� 对于 ��
名名�点的连通关系百言的每一等价类

，

称为 �的连通分支
。

由等价关系的性质知
�

每一连通分支非空 ，� 的不同连通分支无交
��为所有连通分支之

并
。

定理 � 设 �为 ��
，

�� 的连通分支
，

咐有
�

���若 � 是 � 的连通集
，

且 ���护�
，

刃有 �二�
�

����是 � 的连通集
。

����是 � 的闭集
。

证明 ���若 ���护必
，

则存在 灰��门�
，
�为 �、

的遵通分支
�

��
。 〔 丫 ，

用 。 。
��

连通
，

从而 ����
，

故 ���
。

���取 朴 〔 � ，
��

。 〔 �，

存在包含 �、 ， �
�

的连通集 � ��
。 》 ，

由 ���知 � ��
�

���
，

显

然 �� � �� ��
�

�
� �

。 〔 ��，

由于每个 � ����娜含有 瓦
，

故由 〔��中定理 ��
�

�知
，
� 是连

通的
。

���由于 �是连通的
，
由 ��� 中定理 ��

�

�知 �亦是连通的
，
由 ���知 ���

，

故 �是

闭集
。

定义 � �‘
为 ��

，
��的 ���砂 点

，

若存在由连通集组成的点
�、
的局部基

，

称 � 在点 瓦

处是局部连通的
。

若 � 在它的每一个����点处都是局部连通的
，

则称 � 是局部连通的
。

定理 � ��
，

�� 为局部连通的
一

� 有连通集组成的猫
。

证明
“
�

”
设 � 为 �中的 ����开集

，

她丫 瓦��
，

由于 �是局部连通的
，
则存在

连通开集 � ����
，

使 �、
�� ��

、
���

，
显然 ��� �� �丸�

� ��任��
，

故 �有一连通集组

成的基
。

“ 。 ”
若 �存在由连通集组成的签 �

，
显然

，
丫为任�

，
� ��� � ��〔 �� �‘

���为

�、
的局部基

，

故 ��
，

�� 是局部连通的
。

定理 � 设� 为 ��
，

�� 中的 ����开集
，
�是 �的连通分支

，

且 �〔 � 。

若 �是局部

连通的
，

则 �是 � 的 ���叮 开集
。

证明 若丫
��任�

，

附 ��〔 � ，
由于 � 是局部连通的

，

则存在连通开集 � �瓦�
，

使 瓦 〔 �

�丸���
。

由于 � ��、���护�
，
刃由定理 � ���知

，
� �勒���

，

显然 �� � �� ��
�
�

，

�、
���

，

故 �为��
�
�� 开典

。

定理 � 如果 积空间 � �瓦
� 入〔 人》 的每一因子空间是局部连通空间

，

且除有限个外都

是连通的
，
则积空间亦是局部连通的

。

证明 设每一个 �
、
郁是局部连通的

，
并且除 �。 ，

�一
，

一岛外都是连通的
，

要证明积空

间 � 仪
‘ � 沃〔 ��是局部连通的

�

设 � 是积空间的任�一个 �吐�� 点
，

又设 � 是点 工 的邻域
�
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据积空间的定义
，

存在有限个下标
，

设为 沃、 ，
人�

， … ，
凡

。

又设 �‘ ��� 一 �‘ ，

则 孙为 �
。
的 �����

点
，

存在 翔的开邻域 �‘ ��一�
，
�

， … ， ��
�

使 �一昧
�
�扩 ��砂

。

由于每个 �
‘
都是局部连

通的
，

故对于 入�民
，
民

，
一

，

民� 入�
，
人�

， … ，
入存在连通的开邻域 �

、 ，

使 ��任�
、
仁�

‘ �

现考

虑 积空间的子集 亚 谧乙
� 人任��

，

其中 �
‘
定义为

�

当 入一民
，
民

，

一
，

民� 入�
，
入�

，

二
，
入时

，
乙

�场
� 否则 �

‘
�凡

。

显然 �任� 谧�
‘ � �任�圣��

�

据 〔�〕 中定理 �� 知 ，
�� ��

‘ � 入任��是

连通的开集
，

于是
，
对于任意 ��二�点 � 及 � 的一个开邻域 �

，

我们求得了一个包含点
� 的

而含于 � 的连通开集 � ��
� � 入���

�

因此
，
� ��

‘ � 人任�少是局部连通空间
。

定理 � 如果积空间 � ��
‘ � 入���是局部连通空间

，
且每一因子空间是满层空间

，

则每

一因子空间是局部连通的
，

除有限个外
，
�

‘
都是连通的

�

证明 设积空间是局部连通的
，

又设
��
是 �

、
的任一 ����� 点

， � 、
的任一开邻域为 �

、 �

证

明存在 � ‘
的连通开邻域含于 �

、 。

考虑积空间中满足 �
、
��� � � 、

的任一 �����点 � ，

显见 �任

�犷
’
��

、
�

�

据积空间的局部连通性
，

积空间中存在一连通开集 �
，

使
�任�仁�「

‘
��

‘
�

。

于是

�
、
���是连通的开集 �〔��中定理 �

，

定理 ��
，
�
�
�����

、 ，

且
��〔 �‘

���
，

这就证明了

因子空间 �
、
是局部连通的

。

再证因子空间除有限个外都是连通的
。

设 � 是积空间中的任意一个 ����� 点
，

设 � 含在 � 内
�

由积空间定义
，

存在有限个 入
，

使

�� 门扛
��‘ ��

‘ �
，

其中 �
‘
是 �

‘
的开集

，

而 �‘
��

‘
���

�

于是只要 孟特入
， ，

入�
，
一

，

凡 �
，

���一�
、 ，

由于 � 连通
，

知 �
、
是连通的 �〔�〕 中定理 �� ，

故因子空间除有限个外都是连通

的
。

定理 ‘ 设 �是 ��
，

�� � ��
，
��的连续开映射

，

且由 ��� 的满射 �导出的图
�

若 �

是局部连通的
，

则 ��
，
��亦是局部连通的

�

证明 由于 � 是局部连通的
，

由定理 �
，

存在由连通集组成的基 �
，
�

‘
一 �����

�
�任

��是 � 的连通开集 � 〔幻 中定理 ��
。

另一方面
，

对 � 中的任一开集 �
，
�
一 ‘ 〔��为 � 中

某些成员之并
，

从而 �一��
一 ‘ 〔�〕 为 �

‘
中某些成员之并 �由于 �是满射

，

才有 ��一
’ 〔�〕�，

故 �
‘
的 � 的基

，
又由定理 �知

，
��

�

�� 是局部连通的
。
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