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图 � 有立方根的充要条件

徐保根
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摘 要

摩霍柏迪 〔���〕的研究得出 了困 � 有平方根的充要条件
�

本文给 出困 � 有立方

根的充要条件
。

关扭词
�

立方根
，

完全图
，

邻城

� 引 言

本文所指的图均为无向单图
。

对于任愈一个图 �
，

在 � 中如果再将距离不超过
�
的任何

两点都邻接起来
，

则所得到的图称为 � 的
�
次方幕甘

。

对于给定的图 �
，
如果存在图 �

，

使

得 ��汗
，

如称图 � 有立方根 �
。

在本文中
，
如果 ��

和 ��

是两个完全图
，
则记联 ��

十�
�

也

表示一个完全图
� 其顶点集 ���� � �

��� �挤 ��，� 任 �、
或 。 ‘

任 �
�

�
�

� 定理及其证明

命� 图 � 有立方根
，
当且仅当 � 的各个分支均有立方根

。

上述命题是显然的
。

定理 一个 �阶图� 有立方根的充要条件是
�
� 有 �个完全子图 公

，

使得满足条件
�

���认 〔 �
‘ �

��》 跳 好 几 当且仅当 。 ， 〔 �
。

此时 � 十 叹 二 ‘ ，

��》 对于 � 中每一边 � ，
存在�� 和 ��

，

使得
�街 � �

，

且 二 〔 �� � ��
。

证明 由上述命题
，
不妨设 � 是连通图

。

①先证必要性
�

若图 � 有立方很 �
，

即 ��牙
，

显然 � 也是连通图
，

且 ����� �����
·

恤�‘ � �
，
�

，

�
，
户》 。

取 认为畴在�中的闭邻域中的全部点构成的完全图
。

显然�是�
，加

‘
�� �阶完全图

。

可见
，

�� 中任何两点在� 中的距离不超过 �
，

而 � � 护
，

所以
，

�� � ��‘ � �
，
�

，
�

， “ ，，’ 一户�
。

下

面验证� 满足定理中条件���
，

���和���
。

本丈于 ����年 �月 �� 日收王呀
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���。
‘
任 �

‘
是显然的

。

���由� 的定义
，二‘
任 � 当且仅当 认 与 巧 在�

点与 民 中任意一点在 � 中的距离不超过 �
，

如图 �

所示
。

从而它们在 � 中是邻接的
，
也即�

‘
十 �，二 �

，

这表明� � �，
也是 � 的完全子图

。

���对于 � 中每一边 �
，

记 � � 几巩
，

由于 � �

�
，，

故 ‘ 与 。 。

在 � 中的距离 �，�‘ ，

几�� �
。

���若 �，�。
� ，
叭�一 �

，

即 。 �
与 �，�

在� 中邻接
，

取 �
�

一 �
� ，

�， 一 ��
，

显然 二
� 〔 �

，

且 � � �， � 仅
�

其中
�� � ， �� � ��

中邻接
。

也即
，。 ，� �‘ 。

此时
，
� 中任意一

���若 �，�‘ ，。 �� 一 �
， ，

即 。 。
与 ���

在� 中至少 困 �

有一个公共邻点
。 ， ，

从而 ‘ 与 。 。

均在�
�

中
�

令
�， �

�，

即有 � � ‘ 。 。 〔 �， 二 �， 十 �
� ，

其中
，

仍有 。 �

任 仅
，

当然 。 �

任 以
。

���若寿�‘ ，。 。
�� �

，

则在 � 中存在一条长为 �的道路����勺
�

�，�

�
�‘ ，
可见

，‘ 〔 ��
，
讥

� �， ，
从而 � � ‘ 叭 任 �� 十 仅

，

而 。 ，

与 认 在 � 中相邻
，

故 �，� � ��
，

当然也有 。 ， 〔 ��
。

综合上述
，

我们构造的 � 的完全子图�
‘
满足条件���

、

���和���
。

从而证明了必要性
。

② 现在来证明定理的充分性
。

若 � 有 尸 个完全子图 �
‘
满足条件���

、

��� 和���
，

则可以如下构造 �
，

使得 ‘ 一尸
。

取 月 的顶点同于 �的顶点
，

即 ����一 ����
，

令 。 ‘

与 二，
在� 中邻接

，

当且仅当 二�任 �，，

这样构造的图 �
，

具有如下特征
。

���� 二 �

由于
，
����一 ����

�

对于 � 中任意一边 � 一 认 。 ，，

由� 的构造
，二‘
任 �，，

�，
是 �的完全

子图
，

从而 � 一 认。 ，
任 �

，
二 �

，

即 � � �
�

���� 中距离为 �的任意两点 二 ‘
和 �， ，

它们在 � 中是邻接的
。

事实上
，

� 中有一条长为 �的道路连接 。 ‘
和 。 ， ，

即认�
，

一。 ，，

由� 的构造
，。 ‘
和 马均属于

�
� ，

而 �， 是 � 的完全子图
，

故
。 ‘
与 ，�在 �� 中邻接

，

故也在 � 中邻接
。

���� 中距离为 �的任何两点 。 ‘
和 。 ，，

它们在 � 中也是邻接的
。

事实上
，

由于 � 中有一条长为 �的道路连接 �‘
和 。 ，，

即记为 认

�
�

�
。

�
， 。

由� 的构造

可知
。 ‘
任 ��

，�，任 �
� ，

从而 。 �

和 �，

均属于 ��
� �

� ，

又因为 。 。
和 。 �

在� 中邻接
，

由� 的构造
，

‘ 任 �
� ，

再由定理中条件���知
�。 �

���
，

且�� 山 �
�

� �
。

而 �� ‘ �
二

是 � 的完全子图
，二 ‘

与

二，
在 �。

十 �
。

中邻接
，

故在 � 中邻接
。

���万 中距离大于或等于 �的任何两点
，

它们在 � 中是不邻接的
。

反证
�

若命题不真
，

则存在两点 二‘
和 。 ， ，

它们在 � 中的距离 己以 。 ‘ ，二，�� �
，

但它们在 � 中

是邻接的
�

如图 �所示
，

记 � 一 认 。 ，

是 � 中的边
，

由定理的条件���
，

存在 �
，

和仅
，

使 �� �仅
，

且

� � 认 。 ， 任 �� � �
�，

若 二
�

和 二，

同属于 �
，

�或 �
�

�
，

则由 � 的构造
，二

，

与 。 ，

在 � 中有公共邻接
二，

�或 ��

�
，

从而 �斌二 ‘ �

�，
�成 �

，

矛盾
。

若 。 ‘
任 �

， ，�，
任 �

� ，

则
� �

与 。 ，

在 � 中邻接
，。 ，

与 ��

在� 中

邻接
。

而又因为
二

，

任 �
� ，

故 二 ，

与 二 �

在 丫
、
一

竺
、

即 � 中有一条长为 �的道路连接
�

�

与 二，，

即为

如下
。
一认一认一

二， �

从而 �洲
�、 � 。 ，

�簇 �
�

矛盾
。
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困 � 有立方根的充妥条件

综合上述
�
� 中距离不超过 �的任何两点在

� 中是邻接的
� � 中距离超过 �的任何两点在 �

中是不邻接
。

从而有 ���
� ，

证毕
。

铸曦二一

兀
声 户 ‘ 一 � 、 、 、 、

跳

图 �
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