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计算正整数模的平方剩余个数的公式
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摘 要

甲 ���是正整数 � 的欧拉函数值
，
当 � 的标准分解式是 �一�丫丁甲补

二���
， �二

�或 �时
，
�� 的平方刹余的个获足 ， �����’ 个

。

当 � 的标准分解式是 ���，�宝��补
一�》 时 ，

� 的平方��余的个获是 甲 �����，� ，
个

。

当 � 的标准分解式是 ���
�
�卜�补

…�李， 。��时
，
� 的平才��余的个数足 甲 ��� 一���个

�

关锐词
�

欧拉函数 �正整数的标准分解式
�平方剩余 ，平方非刹余 ， 简化剩余系�原

根

对于一个 已知的正整数 �
，

它有多少个平方剩余和平方非剩余�它们的个数与 � 有何关

系�本文将给出一个公式来解决这些问题
�

有了这样一个公式
，

在需要求出 � 的全部平方剩

余或全部平方非剩余时可以减少重复计算而且在理论上也有一定的价值
。

若给出�同余方程
�，
二

� ������
，

��
，
�� � � ���

并且假设它有解
，
�，，

��
，
一

，
�

。

是 � 的两两不相等的全部奇素因数
， ���

�

众所周知
，
���若 �一�补�补二�》 或 �一�争卜�补二���是模 � 的标准分解式

，

则同余方程

���式的解的个数是 �’ 个
�

���若 �一 �’ 的�补二���是棋 。 的标准分解式
，

则同余方程

���式的解的个数是 �’ 干 ‘
个

�

�， �若 ���’ 户�扣 “ ��
， ， �

李�是模 � 的标准分解式
，

则同余

方程 ��� 式的解的个数是 �叶
�

个
�

本文中将要涉及的欧拉函数 甲 ���是指小于 � 的非负整数 。 ，
�

，
�

， … ，
�一 �中与 �

互质的数的个数
。

众所周知
，

若 �一的�势
二�卜是 � 的标准分解式时

，
甲�����弘

一 ‘�李
一 ‘…�卜

一 ‘

��
、
一 �� ���一 ��… ��一 ��

。

定理 正整数 ���时
，

欧拉函数 甲 ����� 的平方剩余的个数 义 �‘ ，

其中 ���� 的

标准分解式是 �� �卜�补二���或 �� ��夺�护二�》 时 �� � �

���� 的标准分解式是 �一 �，户�补

…�卜时
，
�� ���

。
���� 的标准分解式是 �一�’ 的�补二���

， 。
��时

，
�二 �十 �

�

证明 ��� 作同余方程 ��� 式
�

由于 ��� 式是有解的
，

并且 ��帅�扣 ” �卜或 ���好�》
” ·

�卜是模 � 的标准分解式
，

因此
，

由以上所述可知 ���式对模 � 来说有 �
“

个解
。

又因为

本文于 ����年 ��月 �� 日收到
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��
，
�� 一 �

，

所以使 ���式成立的任一整数
� 。
一定适合 ��

。 ，
�� 一 �

。

由此可知 ���式中

模 � 的任一简化剩余系中必有 �
�

个数使同余方程 ��� 式成立
。

众所周知
，

使同余方程 ���式有解的整数
�
称为 ��� 式的模 � 的平方刹余

。

又设 �是

模 � 的另一平方剩余
，

并且 �葬�������
。

根据以上所证可知
，

在模 � 的任一简化剩余系中

也有 �
“

个数 ��使 对二� ������成立
。

由于 �葬� ������
，

所以使 端三 ������和 幼二 ������成立的 � 。
和 �，

一定适合 ��

羊�� ������
，

否则
，

显然与 �葬� ������矛盾
。

再设 � 的平方剩余总共有 ���个
，

把它们记为
��， 。 � ， ��， …�� ，

再用它们作 �个同余方

程
� ��三�� ��������

， �，
三

�� ������
， … ， � ，

三
�� ������ ���

根据以上的证明知道
，

这 �个同余方程的每一个方程在模 � 的同一简化剩余系中都分别有 �
�

个数使其成立
。

又因为当 �护�时
， ��
葬

�，
������

，
�簇�

，

���，

所以在模 � 的同一个简化剩

余系里分别使 ��� 式中不同的同余方程成立的数关于模 � 是两两不同余的
。

这样一来就证明

了模 � 的同一个简化剩余系里共有 �、 个数分别使 ��� 式的每一个同余方程成立
。

另一方面
，

模 � 的任一简化剩余系中任何一个数一定使 ��� 式的一个同余方程成立
。

众所周知
，

模 � 的

任一简化剩余系中共有 甲 ���个数
，

故以上所证表明了 甲 ���一�
�
�成立

�

这就证明了本定

理的 ���式成立
。

同理可证本定理的 ���式和 ���式成立
�

推论 � 在上述定理的假设条件下
，
���当 �一 ��丁

��补二��� 或 �一户�护二���时
，

模 � 的

平方剩余的个数是 ， ��� 一�
“

个
，

平方非刹余的个数是 甲 ��� �� 一 �
一 ’
�个 � ���当 ��

�场冲补
二��� 时

，

模 � 的平方剩余的个数是 甲 ���令�叶
‘ ，

平方非剩余的个数是 甲 ����� 一

�
一 “ 一 ’�个 � �，�当 �一 �’ �扣�补二���

， �

��时
，

模 � 的平方剩余的个数是 ， ��� ��
�“ 个

，

平方非剩余的个数是 甲 ��� �� 一�
一 “ 一 ’ �个

。

推论 � 当 �一�’ 或 �一 ��
‘

是模 � 的标准分解式
，

并且 �是奇素数时
，

棋 � 的平方剩

余的个数是粤
�

‘

���个
，

平方非剩余的个数也是冬
， ����个

�

‘

推论 � 当 ， 为奇素数
， �
� 。 时

，
只有 �一 �

，
�一�’ 或 ��

�

时
，

模 � 的平方剩余的个数

才与它的平方非剩余的个数相等
�

否则
，

除 ���外
，

棋 � 的平方刹余的个数都小于它的平

方非剩余的个数
�

因为只有 �� 。 时
，
�一甲 ���� �� 一 �一 �， �� �

，

这时 �一 �
�

只有 �一 �时
，
�一甲

��� � ��一 �一� ， ���
，

这时 �一�
�

或 � � ��
’ 。

当
�� �时

，
�
一

坤 ���� ��一 �一�甲

���
。

因为
，

只有 ���时
，
�

一 ’ 一 ’， ���� ��一 �
一 。 一 ’

�， ���
，

这时 ���
�

当 ���时
，
�一

’

甲 ���� ��一�一
’ � 甲 ���

�

因为
，

当 ���时
，
�
一 ， 一

冲 ���� ��一 �
一

卜 ’
�甲 ���

。

推论 � 只有 �二�
，
�

，
�

，
�

，
�

，

��
，

�� 时
，

模 � 的平方剩余只有一个数为 �
。

只有模

�一�时
，
� 没有平方非剩余

。

因为
，
�
一

坤 ��� 一�
一 “
�了�

’�鉴
， 一 ’…�卜

一 ’ ��
，
一 �� ��

�
一 ��… ��

。

一 �� 一 �成立
。

只有
�

��时
，
�� �和

� � �
， 。 ，

� �
，
�，
� �时

，

��� �
，
�这两种情况

。
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因为 �
一 “ 一

冲 ��� � �
一 �
�宝

�一 ’�争
一 ’…�下

‘
��，一 �� ��

�
一 ��… ��一 �� � �成立

，

只有
�

一 。 时 �一�和 �一 �
， 。 �� �

，
�，
��时

，
�� �� 这两种情况

。

因为 �一
’， ���一 �

一
’�盆

�一 ’�》 一 ‘ …���一 ’
��

，
一 �����一��一 ��一 �� � �成立

，

只有
���

， 。 一�时
，
�二�和 �一 �

， �，
� �

， �� �
，
��一�时

，
����这两种情况

。

因为 ���
，

要使 ��一 �一�甲 ��� � ��一�
一 ’ 一 ’

�甲 ��� � ��一�
一 ’ 一 ’�， ��� ��成

立
，

只有
� � 。 时

，
�� 一�

一 “
�甲 ���一 。 成立

，

这时 ���
，

所以
，

只有模 �一�没有平方非

剩余
。

推论 � 当 �一 �，�冲补二��
。 ，

井且
�
��是 � 的标准分解式时

，

模 � 的平方剩余的个数是

偶数
。

因为
， 。
��时

，
�
一 “ 一

饰 �����
“ 一 “ 一 ’�丁

、 一 ‘�奋
一 ‘…�》 一 ’

��
�
一 �� ��

�
一 ��一 ��一 ��总是

偶数
。

推论 � 当 � 一 �，�了��补二��
。 ，

并且
。 ��

，
�

，
�

，
�是模 � 的标准分解式时

，
���若其中

有一个奇素因数 �‘� ��十 � �蕊�簇� ，

则模 � 的平方剩余的个数是偶数
� ���若其中所有的

奇素因数 �。
一��十�

，
��� �

， … ， � ，

则模 � 的平方剩余的个数是奇数
�

因 为
，

这时模 � 的平方剩余的个数都是公式 �
一 ’

凶
一 ’�李

一 ’…�》 一 ’
��

�
一 �� ��

�
一 �� …

��
。
一 ��计算的结果

�

由此可见
�
���若其中有一个奇素因数 �‘

一����
，
�簇�簇

� ，

则计算的

结果显然是偶数
� ���若其中所有的奇素因数都是 �‘�����

，
�一 �

，
�

，

一
， � ，

则计算的结

果显然是奇数
。

众所周知
，

模 ���有原根的充分与必要条件是 �� �
，
�

，
�

’ ，

��
’ ，

其中 �为奇素数
。

推论 � 当整数 ���时
，

模 � 有原根的充分与必要条件是模 � 的平方剩余的个数与它

的平方非剩余的个数相等
。

由推论 �和推论 �显然又可得下面的结果
�

推论 � 模 � 的平方剩余的个数可以整除它的平方非剩余的个数
，

并且除 � ��外
，

平方

非剩余的个数是平方剩余的个数的奇数倍
�

利用推论 �来证明模 ���有原根的必要条件是 �一 �
，
�

’ ，
��

’

显得特别简单
。

定理 当 ���时模 � 有原根的必要条件是 �一 �
，

��
，
��

“ ，

其中 �是奇素数
。

证明 设 � 有原根 �
，

那么 �是平方非剩余
，

并且 �
，
�，， … ，

�“ �

是模 � 的简化剩余系
，

又 因为 ���
，

所以
，
� ���是偶数

�

这样一来
，

在这个简化剩余系中合
� ���个数

� ��，
�一

… ，
�，�耐都是模 � 的平方剩余

。

另外冬
甲 ‘� �个数

� �
�

��
，

…�“ 。 � �

都是模
。 ，
的平方非剩余

。

’

� ” �� 厂�
’ 、 � �

一
� ’ “ �

’
� “ “ ’ ‘ ’

�
「 ’

一
’

�
’ 。 。 � ” 一 �

’ 、
一

” ‘ ’ “ ” ’ ‘ ’ ‘ 、 ’

因此由推论 �得 �一 �
，

�’ ，
��’

�

其中 �是奇素数
�
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