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图论在分拆理论中的应用

周 学 松

�基拙课那�

摘 要

本文利用图论的才法
，

解决 �任何正整数 � 满足如下条件
�

分钾数一
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� ��

护 �，

关键词
�

分拆 � 有向图 �

刻 �
‘
护 民

，

的分拆问题
。

有向图矩阵 � 网络

� 之 � 甩奎
�

� 口 � 口

众所周知
，

分拆非常有用
，

是解决某些匹配问题的好工具
，

然而
，

它的求解并非易事
。

参

考文献 〔�〕 中对正整数 �
的具有两个限制条件的分拆间题作了较为详细的论述

。

本文讨论了

一类具有三个限制条件的无序分拆问题
。

即对任一正整数
� ，

当限制条件为
�

分部数一
�

最大分部量 二
�

各分部量

其中
�� 一

月�

任 �� ，
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，
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， ·
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��
�

为大于 � 的某个正整数�

且 �并�’时有 ��笋�的分拆问题
�

� 予备知识

定义 � 极是一个全不连通的图
，

记为 �
。

���记 � 中元素的个数
。

定义 � 极 �，
与极 �

�

的有向图 �
�
��

是一个由�
，
中的点为尾

，
�

�

中的点为头的完全双

本文于 ����年 ��月 �� 日收 至
‘
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如 �， ���
，
�一��与 ��
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、
的有向图 �

�
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�
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，
分别为
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�态甲入
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�
�，�

丫
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入
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八入
一�

一
��
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’
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由以上定义
，

可将上述的分拆间题转换为如下说法
�

取 �个极 �
‘
一 ���一 ���

�
� �

，
��一 ���

�
� �

， ，

二 ，
��，
� ��� �

，
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，… ，
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，
由此可得�

个具有
� 个极的有向图

，

每个有向图中每条弧从以一个权
，

该权为该弧的起点对应的正整数
�

但最后两个极间的弧的权为该弧的起点与终点对应的正整数之和
。

因此
，

任一正整数
，
对应于

所给条件的分拆数问题就归结为以上�个具有
。 个极的所有有向图中道路长度为

。
的条数是

多少的问题
�

定义 一 极 �����
，
�� ，��和极 �����

�
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一
、 产———一

定义 � 具有
�
个极的有向图 ����二心

。

的有向图矩阵为
�

�
《

六
�

�
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，

八
、

】
态 一

�
、 ’� “ ，� �

…
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。

点���

定义 ‘ 是有无穷个极的有向图 �
，
��…�。 …的有向图矩阵为 �

�

桑
�

� 一 ���� �
《�，

十 � � 月一 �阔 ��
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它们的有向图矩阵分别为
�
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� � � �

� � � �

� 主要结果

引理
�

在 �“
中等式

�

��
。
十淤�

�
二

�‘� ，
� �
立
一 ‘ ，

� ��� �
，
�

，
�

，…�

成立
。

定理
�

若将 。�十��中所有正整数按序构成具有无穷个极 �
， 、
�� 、 …�。 、 … ��

一�
，
�的有向图

，

则该有向图的有向图矩阵

负整数�列处的元
“
知尹

，
是由满足条件

�

�
�
� 户

�

十 … 十 �
，

一 艺‘ 一
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��

。
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的

�
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。
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�
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�
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构

成的有向图中
，

一端的端点到另一端的端点间具有长度为
�

艺 �、双，
� ��� ， � �一 从 � ， ��

，
一 艺�‘�、

� ��� ��

的道路的条数
�

推论
�

满足引言中所给条件的任一正整数
�
的分拆数 �闺为

�
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�� �

其中 �
」
��

， ，
�
� ， …

��，
，
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� 定理的证明

首先证明引理
。

证
�

对 � 用归纳法证
。

���时
，

结论显然成立
。

假设 �二�时
，

结论成立
。

即
。
字

�

�、 ，
� �
票
一 ‘ ，

� ������
。

下面证明 �二�� �时结论也成立
。

’

��井车
，二 �

全
�‘�，� �

笠
， ‘� �、 ，� … � �

七
�‘�二�一 �、 声

�归纳假设��
�
全
一 ‘ ，， � �

立
一 ‘ �，、 � 一

十… � �

二
一 ‘ �，十 �二 �一 �， 二 �

牡李
，，

�
�

结论成立
。

定理的证明
�

对 � 用数学归纳法来证
。

�一�时
，

先对 �，
中的第一列上的元素 ‘ �

行归纳法
�

��
，
十��

�“ �时
，
鱿

，
���它恰好表示极 �

， ，
��
组成的有向图中

，

道路长度最短的条数是 �
，

结论

成立
�

假设 ��� 时结论成立
。

即 好
，，
表示道路长度为 �

�
��的条数为 �

。

如果定义 ���
，

卯 为长度是 ���的道路
，

则在极 �
卫，
�

�

组成的有向网络中的 � 条长

度为 �
�
�� 的道路只能是

�

���
，

�
�
� � 一 ��

，

���
，

城 十 � 一 ��
，… ，

���
，

从�

显然
，

在极 ��，
��

组成的有向网络中
，

道路长度为 �
�
����的道路也只能是

�

���
，

风 � ��
，

���
，

从 � � 一 ��
，

一
，
���

，

城 � ��
，

��� � �
，

从�

这 �� �条
。

而 衅
� ，，�

恰好等于 �� �
。

于是当 �����时结论也成立
。

同理可证第 �� 列 ��� �
，
�

， … �上的元素也具有这种性质
�

故
�一 �时结论成立

�

假设
��� 时结论成立

。

即
��

戈
，
中元 �氛气

、 ，
是由满足条件 �‘�的 �

个极 �，� ，
�

�� ，

一 �，，

构成的有向网络中
，

一端端点到另一端端点具有长度为 �
�十�的道路的条数

。

下面证明
�二���时结论也成立

�
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首先还是来看 �之报
，
中第一列上的元

�
盆

’ �

一方面有
�

�

扩
’
� �
呈

，
� �二

�
� … � �

呈气 ���

另一方面
，
�十�个极 ��

�
�

一�
。 � �

的有向图是由前 � 个极 ��，
��， … ，

�。
的有向图的墓础

上再迭加一个极 �。 ，
而得到的

�

也就是说
，

再迭加 �，
个点

� ��一��
�
��

， �����
�
��

， … ，

�， 、
���

，
十�

�

而得到的
·

所以
，

其道路长度为 �， �
��的条数应为下列诸情况之和

�

数
��

单独作为一个极
，
迭加到前 � 个极的有向图中得一新的网络

，

该网络中道路长度为

�
�一十，的条数等于前 � 个极 �

�，
�

� ，

一 �
·
的网络中道路长度为 �

。 一 ��

一买
��瓦

十�� 十 �十�一 ���
工

十�� 一�
�
��的条数

，

由归纳假设知
，

它就是 ���
� 。

数 ��单独作为一个极
，

迭加到前 � 个极的有向图中得一新的网络
，

该网络中道路长度为

�， ，
十�的条数等于前 � 个极的网络中道路长度为 �， �

��一 ���

���
�
��� ��

�
� ��一 ��的条数

，

由归纳假设知
，

它就是 �二
�

，
��

艺 ���
�
� ������一

依此下去
，

数 九
，
单独作为一个极并到前 � 个极得一新的网络

·

该网络中道路长度为

�
· 、 ，
��的条数就是前 � 个极的网络中道路长度为 �

·十 ，
十�一��

�
一艺 ���

�
� ������一

���
，
��

�
� 一�

一十

所以
，

由 ���

��一�
，
��� 的条数

，

由归纳假设知
，

它就是 心
一 ， � 、 ，� ，�

个极 ��，
��， … ，

�衅
�

组成网络中道路长度为 �， �
十�的条数为

�

�呈
�
� �二

，�，
� … � �

二
��� �

�，
� �认

�
� �

丁
�
�
� … � �二

�� ���

由 ��� ���立即得证
�一�� �时结论确实成立

�

同理可证

� 应

�
’

中第 ��
，
十 �列上的元也具有完全相同的性质

�

用

求 �一�� 满足如下条件的分拆数 �‘���
�

�� �分部数��

���最大分部量一��

���分部� � ， ， ��， ��满足 �����

���， ����， �其中 �，�

�� �� �
， … ，

�����一 �
，
�

，
�

，
�且 �

，
并�则 �，禅��

�

将 。� ���中所有正整数作无穷多个极 �
�，
��，

一
，
�

。 ，
一 �� �二

��一 ���� �
，
��一

�
�

�
·

… ，

��
�

�一��

则这无穷多个极构成的有向图矩阵 � 的 �次幕为
�

�】 �

�� �
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�人内�一�

�︸︸匀����，���一沙��户�����，�人弓‘，‘�乙口‘�‘勺乙�上�人﹃�，口，上

�︸二��人二�︻了一了工���工���

�工曰口舟匕���几，�﹄‘，‘勺‘勺‘勺‘飞王��

��‘�，�几匕��
�

﹃了二�，����︺�三�几�‘叮山乃‘叮妇勺‘�‘�二�土

叹�勺口，主

浦七����

…���…�……

��上，��‘��嘴��，��

���人��﹃���且��

咬且，且，五��，������月卫了���

…�
�

��
��

��

��
�

一 国 �

… 。 一 ��一 ��� ��一 〔艺 ��、� ��
一

十�〕 � ��一� ，
� ��

推论中 �� 巧

由此得
�

户‘，‘ ’
一 万

�
�
�
一

，，
工 ·

�
，
��� ·

�
� ，
�
�
�

� �
全
�

�

�
� �

君
� ，
�

�

�
�

一
�� ��一 �� ��又个 、

�此时 �
。
��

，
�

，
�� ��

�
��

，

�
，
�� ��

� ��
，
�

，
�� 一�

� ��
，

�
，

�� � ��

� 结 束 语

对于 �
�
� �

的情况
，

按定理证明中的手法
，

也可求其分拆数
。

当 ���
，
不能整除时

，

即
���

�
� �“ �

，

此时
�

只须把前 � 个元
� �

，
�…

，
� 中每一个

元 �单独作为一个极并到后 � 个极构成的网络中得的新的网络算出其分拆数
，

再把这 � 种情

况相加即可
�

作者对张忠辅教授来我校讲学时给予的有益启示深表感谢
。
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