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复合材料交界面上接触应力的计算

雷晓燕

�建筑工程来�

摘 要

工程中有许多不 同材朴组成的结构
。

对这类复合结构
，

正确计茸材并交界面上

的接触应力是扑常重要的
。

通常的位移有限元法得到 的应力是不连续且欠准确的
。

本

文提出了一种新的 用于不同材料文界面处的接触单元
。

应用庄位移原理和结合考启

材杆交界面土的约束条件
，

文章建立 �接触单元的刚度矩阵和子效荷载向童
。

该单

元具有茸法简单
，
程序容 易实现的优点

。

计葬实例证实了该单元的实用性和可东性
�

关键词
�

接触应力
�
接触单元

�
有限元法

几 己� 侣旨
甩夕 � � ‘二�

近几十年来
，

随着生产的需要和材料科学的发展
，

工程中已越来越多使用两种或两种以

上不同性能的材料组成的结构
�

对这种非均匀的复合材料
，

正确计算材料交界面上的接触应

力对结构分析和设计是十分重要的￡一④ �

为了保证有足够的粘接强度
，

交界面上的接触应力不

应超过材料间的允许粘接强度
�

否则将会引起裂缝
�

导致应力和位移的重分布
�

对这神由不同材料组成的结构
�

工程上一般用有限元法进行分析和计算
，

考虑各种材料

的非均匀性
。

但在位移有限元法中
，

位移是墓本未知量
，

位移在单元间是连续的
�

单元应力

是从位移和本构方程得到的
�

当结构是由几种材料复合而成时
�

交界面间的应力是不连续的
�

如果不同材料的性质相差很大时
�

这种情况尤其严重
�

这与实际情况是相违背的
�

为了获得复合材料内的正确应力分布情况
�

本文提出了一神接触单元
�

这种单元以节点

位移和接触应力作为基本未知量
�

当与位移有限元联接时
�

接触应力是作为附加的未知量
�

该

方法的优点是与普通的有限元一样
�

建立了接触面上的单元刚度矩阵和等效荷载向量
，

从而

在数值计算时可按常规的有限元集成方法形成总刚度矩阵和总荷载向量
�

同时以接触应力作

为基本未知量提高了应力的汁算精度
�

水丈于 ����年 � 月 �� 日 收 到
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� 接触单元理论

考察由�
、
�两种不同材料组成的结构

，

如图 �所示
�

当用有限元法分析该复合结构时
，

对 �
、
�部分采用普通的有限单元

，
对 �

、
�的枯接部分则采用文中提出的接触单元

�

定义接触单元如图 �
，

运用虚位移原理
，

得

到

��
�￡一丁

�
�“。 ��百�尸 ���

其中
�
和 �分别为整体坐标系中的节点位移矢

量和等效节点力矢量 �

� 二 哎�
� 二 � � � ��… �� ��

�
�

� 一 ��
二，
凡

�

��
�

凡
�…�� �，��

�
�和 艺分别为局部坐标系中的相对位移矢量及

接触应力矢量

� � �山
‘

彻
‘
�
�

芝 � �口
，��

�
困 � 两种不 同材转组成的结构

引人插值函数矩阵 �

�从���从���从���从�
尹奋���

一一�
︸

其中
� �

�

一粤
。 ��一��

��� �一铲

�一告
‘ ��� 。�

单元内任一点的相对位移可用节点相对位移表

示为

� � � 山
王 ���

其中 匀
‘

为局部坐标系中的节点相对位移矢量

山
‘
� �山�如�如�如

�

山�山
�

厂

单元内任一点的接触应力可用节点接触应力表

图 � 接触单元
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示为

王 � � 口
���

其中
。
为局部坐标系中节点接触应力矢量

口 � �口
� �� 叮� �� ‘ � ���

了

上式中
， 。 ‘ ， ��

分别为局部坐标系中 �节点沿法线方向 � 和切线方向 �的节点接触应力
。

局部坐标系中节点相对位移与整体坐标系中节点位移之间的关系为

乙口 ‘
� � �

其中 �为坐标转换矩阵

�一 杏
，

� 一 � �

� � �
】 � �

一 �� � � �� �

� � 一 �
� � 。 �，

�

上式中

厂 ��� 伊
�

��� 沪

狡一 ��� �
�

��� 卯
� � �

，
�

，
��

甲。
为整体坐标系

�
与局部坐标系

�
之间的夹角

。

将 ���
、
���

、

���三式代入 ��� 中
，

得到

�了 � 叮 � �

其中

���
、

�

圣一�
�

了 万“ �

对接触单元
，

还须考虑单元约束条件
。

在局部坐标系中
，

接触单元的约束条件为

乙口 ’
一 � � 一 �

����两式在形式上可合写成

�旦
��

口�

���

���

���

���

���

����

����

、吸�尹���︸�一
‘

���悦���

一一

、��产���一叮一
尹
��������、
�����
卫�

通过形成如下所示的刚度一约束矩阵 民 和荷载矢量 �
。 ，

这种单元可以在单元水平上进行刚

度和荷载的组装
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��
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�

� ����
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一一��
一

����
，
���� 两式分别被称为等效单元刚度一约束矩阵和等效荷载向量

，

可用标准的有限元集

成规则迭加到总刚度矩阵和总荷载向量中
。

在接触单元中
，

基本未知量是节点位移分量和接触应力
。

因此
，

解有限元方程后
，

直接

得到节点位移和接触应力
，

提高了计算接触应力的精度
。

� 算例

对上述理论
，

作者编制了计算程序
�

为了验证理论的有效性和正确性
，

本文给出了二个

计算实例
，

并与理论解和常规有限元解进行了比较
�

算例 �� 受均匀内压作用的复合圆盘

图 �为由两种材料组成的受均匀内压作用的复合圆盘
，

两种不同材料的弹性模量之比为

��。 �
�

，

其材料参数
、

几何尺寸及有限元网格均示意在图 �中
。
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受均匀 内压作用 的复合 圃盘
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有限元网格将复合圆盘的内外部区域分别离散成 �� 个和 �� 个三角形六节点单元
，

将两

种不同材料的交界面离散成 �个接触单元
。

图 �为单元网格变形图
。

一
州 �

�

�� 阳

一
��

�

��� �

图 � 网格变形 图

圆盘内各点的应力和位移及与解析解和位移有限元计算结果的对比见表 �
。

从表中
一

可见
，

本文的方法与解析解吻合良好
，

位移有限元法则相差较大
，

其中径向应力在两种材料的交界

面上是不连续的
，

这与实际情况不符
。

表 � 复合圆盘计算结果
���

森禽
、 、

乏乏乏
解析解解 本文解解 位移有限元解解

心心 �����
���� 一�

�
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���� 一 ��
�

����

必必 �����
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����� ���
��� �� 。 � ‘
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·
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�������
�
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算例 �� 受均布荷载作用楔形体的弯曲

考虑如图 �所示的受均布荷载作用楔形体的弯曲
。

其中 ��为两种材料的交界面
�

计算中
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�二�����日�。
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��� 门
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麟
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日目川日日日日目目日日口日一门
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�
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�卜姜
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�了
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湮
�

一州
图 � 受均布荷载作用楔形 沐的 变 曲 图 � 网格变形 图 �情况 ��

考虑两种情况
。

情况 �
�

两种材料具有同样的弹性性质和材料参数
�

情况 ��

两种材料具有不同的弹性性质
，

其弹性模量之比为 ��� � �
�

靠近固定边界的材

料具有较大的弹性系数
。

对情况 �
，

由于两种材料的弹性性质相同
�

��交界面上的接触应力无论是用本文介绍的

方法
，

还是用位移有限元法得到的结果都是相同且连续的
�

说明接触单元也适用均质材料
。

图

�和图 �分别表示该工况的网格变形图和主应力图
。

对情况 �
，

由于两种材料的弹性性质不同
�

��交界面上的接触应力对应于本文方法和普

通有限元法有较大差别
。

图 �和图 �分别表示该工况的网格变形图和主应力图
，

从中可见
，

在

��交界面的下侧两主应力的方向趋 于与交界面平行和垂直
，

这是由于靠近固定端处的材料

有较大的刚性 系数
。

� 结 论

上述算例证实了该单元的实用性和可靠性
。

由于该单元可在单元水平上进行刚度和荷载

的组装
，

因而具有程序设 汁简单和容 易与标准有限元程序连接的特点
，

便于实际工程应用
。
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