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可图的循环置换群

周 尚超

�基础课部�

摘 要

设 。 �仇 。 � 是两个不交的轮换之积
。

本文得到 了由 。 生成的群 �的 是图的 自同构

群的充分必要条件
。

关镇词
�

图
�
自同构群

�
循环群

设 �是顶点集 �上的置换群
，
� 是顶点集为 � 的无向简单图

�

若 �是 � 的自同构群 ���

�
，

则称 �是可图的
�

���
� 。 ①和 �����证明了由一个轮换 � ��引��

，
���表示轮换 日的长

度�生成的群 �由 是不可图的
。

�
�

�
�

�。 卜���� 等人证明了。 �

设 。 � ‘ 。 �是两个不交的轮换

之积
，

若�
。 �
�整除 �

。 ，
�且 �。

�

���
，

则 �的 是可图的
。

本文证明了如下的更一般的结果
。

定理 设
。 � 。 �。 �，

��� 哎�
。 �
�

，

�
。 �
����则 �。 �可图的充要条件是 ��� ��

。 �
卜 �。

�

���

�
�

这里 ��� 表示最大公因数
。

有限群论中有如下的引理
�

引理 ，�，� ��‘
�

·

�� ��� �
。

这里 �。
� ����任�

，
�������

，
� ��� � 《���� �����，

�是 � 中某个元素
。

先证充分性
。

设 。 � ��
，
�

， … ，
�� �丁

，

厄
， … ，

五�
，
��� ��

， ��一���
。

记 ���
’

�

又
，
�

，
一 ��

，
�

， … ，
��

，

又二 行
，

厄
， … ，

司
�

作图 �
，

使得 � 的顶点集为 � 且 �����

�。 �
�

令 � 的以 �
’

为顶点集的导出子图 ��

是一个圈
�
�，
���…��，

另一个导出子图 �
�

也是

一个圈
� ���兀…蔽

�

设 �‘一 ����〔 �
’ ，

�����������
，

又� ����任又
，
����������

�

�
，

中

的顶点与 又中的顶点是这样邻接的
�

若 ���
‘ ，

则与 �邻接的 又中的顶点集是又�又二�又二
，

这里 又的下标按模 �运算
�

�
。
的每个顶点的度都是 �。 � �，

����

，

文 【�〕 中已证明
�

设 �护� ，
则 ��护�

，�

因此
，

若
����� �

，

昔
，
�

】
一���

晋
·

当 �一
则 �二 ����， ��任�����。

显
。 任����

， 。
的阶是 ����

，
因此��

���������
。

要证 ����� �。 �
，

只要证 ��
����成

时然

����
。

设 ������
�

显然 � �����
。

由引理
，

只要证 ��
�

�成���
�

设
�一 ����任�

， � ����

�
。

因为 �
，
是一个圈

，
��� �

�

是二面体群
，

因此
�，
一 �� ��’ 上的恒等置换或群 ��� �

�

的单位

元�或
�，
一 ��� ��

，
�� ��

， 。 一�� 一 用 �一� 表示与 �邻接的 又中的顶点集是 �
，

则
�

本丈于 ����年 �月 �� 日 收到
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�一�
�

��
�

��
‘

�一��
��

�

��
。

�一不�不�不

�一 �一又不�又�又

�一又�又�又

设
��一 �����

，
� ���

，
� 一 ��…

。 � ��� 一 �
，

所以
�
把与 �邻接的点映射为与 �邻接的点

，

因此有
� �不�二又�又�又

。

由于
� ��� 一�

，

所以
�
把与 �邻接的点映射为与 � 邻接的

点
，

因此 � �不��又�又�又
�

所以
� �又��不一 ��一 �� 一 �冷

� �不�二不�又�又
，

矛盾
。

因此必有
�，
� 。 � ， � ��� � �且

� ���一 �。 � ��
�
� ��

� �

� ��� 二 �且 � ��� � �冷
�

��
�� 一�

� ，

依此类推
�

得
� ��

。
� ��

�，
�� �

，
�

， … ，
�

。

因为 �
�

是圈
，
�����

中满足
��

�又�一又 ��一 �
，
�

， … ，
��的元素最多只有 ���个

，

因此 ��
�

�落���
�

��� �一 �。 �
，
协�是

可图的
。

充分性证毕
。

再证必要性
�

设 ��� ��
，

�� 一�镇�
，

我们要证明 �。 �是不可图的
�

设 ��� 可图
，

���

�� ‘口�，
�一�

�

这时按模 �分类
，

有 �
，
一�

�

��
�

��
�

��
�

��
� �

又�又�不�不�又�又
。

易见
，

若 �与瓦中的一个点邻接
，

则 �与又的所有点邻接
。

设 �又
，

又
，

又
， �

又
，

又�中与

�邻接的子集有
�
个

。

若
�
��

，

则在 � 的补图石 中
，

与 �邻接的子集少于 �个
�

由于 ���� �

一���百
。

因此可设
�簇�

。

若
�一 �

�

即 �与 又中的点不邻接
�

这时 �
’

中的所有顶点不与又中

的顶点邻接
。

设
��一 ��� ��

�

�� ��
，
� 一 ��

·

… 则
�，
任��� �

，

矛盾
。

设
�� �

。

不妨设 �

与又邻接 �因为若 �与又邻接
�

则可将又重新标号为又�
。

设
��一 �丁��酉

，

石��百
，

五二丁�……
。

易知 几 ��任����
，

矛盾
。

设
�一 �

，

不妨设与 �邻接的 � 中的点集为下列两种情况之一
。

情况 � �与瓦�不邻接
。

情况 � �与瓦�瓦邻接
。

对于情况 �
，

设
�。
一 ‘

，

劲 ‘ ，

劲 �不五
�

必 一
，

易知
����〔 ��� �

�

矛盾
。

对情况 �
，

设

�‘
� �丁

�

劝 ‘
，

万� �五二�
，

亏�… ，

易知
�，�‘

任��� �
，

矛盾
。

因此 沁�是不可图的
。

类似

地可证
，

当 ���时 ‘。 �是不可图的
。

证毕
。
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