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非完整力学系统不稳定性的充分条件

圣小珍
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摘 要

本文从柞完整力学未统的 ���。 ，。 几 方程 出发
，

利 用其能贡积分讨论 了平衡位�

的不德定性
，

徉到 �一个推广现有结果的充分性条件
，

最后举例说明该条件的应用
�

关镇词
�

非完整力学系统 � 稳定性

� 运动微分方程及能�积分

本文考虑受理想
、

稳定约束的非完整力学 系统平衡位置的不稳定性
�

文中
�

我们用粗体

字母表示矢量
，

用方括号表示矩阵
，

我们还要用到集合论中
“
属于

” 、 “

包含在
” 、 “

交
”
的符

号
“ 任

” 、 “
�

” 、 “
�

” 。

我们用 �二 ���
，
��

， … ，
�
�

�� 描述系统的位形
，

并设其 �个非完整约

束具普划夫形式
�

��’ 一 ，
� 乙��，

一 �， �、 �

��
，
一 ” 一 �，， 二 �

，

�
，… �

��� ���

其中 ��
，
一 卜 �

是 �任���
�

的连续可微函数
，

此处 � 为 � 维空间 �’ 中一开集
�

原点 。 任�
�

系统

的动能 �一� ��
，
�� 可表为

�

一
�· 〔� ��，〕�

其中 〔� ���〕 为 � 丫 �
阶对称矩阵

，

对 �连续可微
�

如令 �一 ��
， �

��
�

…
，

��’ ��〔 ��
‘ �

则

由 ��� 可得

� 一 〔����〕� ���

其中 〔� ���〕 为 ‘�� �
‘

矩阵
�

对 �连续
�
�微

�

将 �一�
，

代入 ���得嵌 入约束 ��� 后的动能

末丈干 ����年 � 月 �� 日收 歹
‘】
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�
昨完任力李系统 不德定性的充分条件

一 粤命
�

出���〕
� 〔����〕团���〕�会要翻

， 〔尺���〕公

“
由 ���知

，
�只是 �

、
�

定矩阵
。

设系统只受有势力
，

的函数
， 〔� ���〕 是『 丫�

‘
对称矩阵

。

我们假定 〔� ��� 〕

���

是正

势能为 � ���
，

它关于 �连续可徽
。

于是系统的运动徽分方程为
‘”

� �� �� 改了

�� 丙
�

丙
‘

丙
�

心认 ���一 ��
�

十 分
�百万二一“

一 ’ ·

、
全

�

竺
一

，一 ’
丙

， 一 ，

�

胜纽
瀚

�

孙
� 、 ，二

瀚
�

‘

艺���

十 艺�” ，’ ， ‘ · ‘ 助
� 一 ，·

瀚
，’ 一 ， 一 �‘ 一 ‘二 ��

，’ 一 ，�，

即
‘ 一 止 �〕�‘

���

��一 �
，
�

，… ，
�

系统的平衡位置由

爵
一

客豪
‘ 一 ，� 。

一 “ “ 一 ‘ ” ’

， � ’ ，
�

� �
、 。 � 、 �

� �
，、 � �

� ，
�

‘ � �

一��
� �

� � � ， �

� �

确定
�

设 �一 。 为一平衡位置 �例如
，

当 �一 。 有若 二 。 ��二 �
�

�
� ·

… �� 时
，
�� �便是一一 “

�
� ’ “ ， 一 � ‘ ’ ‘， ’

一�
‘ ’
门 ’ ” ’

一 ， 一 门 两
� 一 ” ‘ ’ “

”
” ’ 一 ‘

”
、 ‘ ’凡�

平衡位置�我们来讨论这个平衡位置的不稳定性
�

至于其它平衡位置
，

可由坐标平移将其化

为原点
�

运动微分方程 ��� 在约束 ���
一

下
�

有能峨积分
�，

，�十 � 一 ��，小��

这个能量积分在非完整力学系统的稳定性研究中发挥 重要作用
�

���

� 引理③

设 �
� ���

“ �

� ��� 一 。 充分光滑
，

使

笼 一 ����

的解唯一存在
�

���是 �， �的一个正不变集
� 。 任�� ���表示 �的边界 �

。

对实数
。 》 。 �

用
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压 表 �’ 中以原点为中心
。 为半径的开球

，

且 豆 �氏 的闭包���
�

定义 ��氏门�
�

如果存在

连续可微函数 �
�
���

， ��� ���
，

使得

�’ 存在点列 《初 任� �
当 ����时

，

物�。 ，

但 玩笋�� 使 � �孙�� 。 �

�’ 任取

������

则方程 �

��石 �己表示 � 的闭包�
，
只要 � ��� � 。 ，

则 � ��� 沿着 �， � 的导数 ��� ，

， �的零解
�

�� 。 是不稳定的
�

� 定理

如果存在满足 �
�

仁� 的实数
。��

，

使得

��� �� ��〔 氏 ，
� ��� ���是非空集合

�

��� 。 任��
�

即 �的边界包含原点
�

又设存在连续可微函数 � ��� 一 “ ， ���
�

�
�
���

，

一
，

�� ���
了 �

�����
‘

及数
�
��

，

使得

�� � � ��� � 。 � 此处 攻
‘

是 氏 在 �’
’

空间中的投影 �

�。 � 〔入 �。 �〕 � 〔蒸卿 〕 一粤 。 〕� � �

燕寥�
〕 一答

叨�

“
甲 ‘

〔�〕 �� 〔入 ���〕� 正定
，

此处

〔�〕 为 �
，
丫 �

‘

单位矩阵
，

，
扮 ���
址�二之丁一

�

刁，
〕 表示矩阵

��
，
���

如
�

己�一 ���

丙
丈

丙
�’

在 �二 �处取值
�

�� � 当 �任�时
�

心 ‘�，�

争
�，�

弩
十

言架�，� ��� ，� 。 �

则方程 ��� 的零解 �一� 二 。 是不稳定的
�

在证明定理之前
，

我们先说明定理的力学惫义
。

在讨论力学系统的稳定性和不稳定性问

题时
，

势能发挥重要作用
�

我们知道
，

当势能在平衡位置处具有严格极小值时
�

则该平衡位

置是稳定的
，

这就是著名的 ��������一��
�������定理

�

但当势能在平衡位置不取严洛极小值

时
�

则平衡位�不一定就是不稳定的
�

要使得平衡位�不稳定
，

还必须对势能附加一些条件
�

这是一个迄今未能彻底解决的问题
�

在我们的定理中
�

条件 � 【 �、
�� � 指明势能在原 汽不

取严格极小
，

因为存在一个其边界包含原点的集合�
�

在该集合上
�

势能取负值
�

条件 �， �
、

�“ �
、
�� � 指明导致平衡位�不稳定应再附加在势能上的条件

�
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定理的证明
�

我们分五步来证明之理
�

���定义集合

� 一 ��
， ，

自
，�，

�

全��
，

云�� ����一 。 ，

自� 田��
、 ·

云圣 ���

因为方程 ��� 有能量积分 ���
，
因此 �是方程 ���的正不变集

。

令 �一�门 �氏 ��
�

�
。

考虑

到 于��
，

云��
。 对

，

云笋 。 ，

而当 �〔 。 时
，
� ���� 。 ，

且 。 〔 ��
�

故 �非空 ‘，而 � 非空
，

且

�知中的原点 ��
，

��
丁
任��

�

又在 ��
，

��
下

的任意小邻域内
�

均可找到 �矿 �‘
�下任�

，

使 �护

� �

���取辅助函数

� 一 ������〔入���〕�� ���

此处
“
�

”
表示矢量的内积

。

� 是其 自变量的连续可微函数
，

计算 � 沿 ��� 的导数为

、 ，

�
， �

， 、 、 ‘ 、 、 � ，

改
�

’ ， ， 飞
，

� “ ，‘� ’
�’ 一 戈’ ‘�’�玉 �‘八 ‘�’��’ 少十 �七而��八八吸�少��’ ���

其中
�

�〔
纂

〕‘�〔入���〕‘卜 �〔入���〕‘�· 〔器
〕�

一 ‘’ 〔入��，〕 ’ 〔器
，云

一

告‘
· 、〔入、��〕 〔

纂
〕 � 〔
器

〕· 〔入、�，〕” ‘ ��，

��一饥�一��
‘

�
， ， ‘

�
‘ 、 、

吸，叹���又 〔 七凡 ��������
� �

乞
‘·‘��

资，
， 、 �

己� ��
�

子
、
��� 一 ��

�

舟
’ ·
�� ’ ‘
瓦 一 瓦 十 会

一

飞玩万万
” ‘
一
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�
全

一
塑二

，一 玉
丙

‘ 十�

女
〔类土

三

简 呛
‘

��了 、 汕

飞
‘

名����， ”
’ ‘ 己�

飞‘ 、
一 ��

， ，���
��

‘ ，
二 卜�

飞一
� 〕�、 � ���

将 ��� ���代入 ���得

女
�一 ��

，
��一

音‘
· 、〔入‘��兀

豁
〕 � 〔
纂
�
· 〔入���〕·，‘

一 〔

套
‘����
豁

�

套
“���
客器

�

一
〕

� ���
，
�� ���

� 一 万厂‘���爵
一

客豪
��

‘
� ’，‘〕

十
文

�

里皿
，一 ’

气
月

石
�

伪
， � � �

夕
�

�一嘴一� 一
盆� ��七

冼
� ‘ 油

飞
�

‘ 艺 ‘�，， 一 �
�

‘

爵
一
卑

���

恕
’〕�、 ’

���

、

���
、

���式容易把 ��� 表示为二次型形式
，

即有

、 ��，
��一 冬乡

丁 〔����〕�
‘

���

其中 �� ���〕 为 �
‘
丫 �

，

方阵
，

且由 ���知 〔� ���〕 二

设 ���
，
������

，

注惫到 �是不变集
，

故
。 〔全 ��

，
��

式可得
�

〔�〕
�

�� ���〕 � �，

用 ���式减此
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��一、��
，
��
一

晋亩
�〔入�，�〕�〔

纂
，一
号
〔 ，，，

〕 一 导��〕�
了

认�，�〕， � ①�，�〕示
乙

一 〔·� ‘�，� 〔

客
‘。����
豁

�

客器
�

一
”

���

���现在要证明
，
只要 。 充分小

，

当 �矿
，
�，�了�� 时

，

有

��一�

· 、

� ， ， ， ， 、 �

石
， ， ‘ ，

��
叹�

’
�’ 沪一 ‘ �� ‘�’ 十 白

’“ �八石
�

客器
�

一
”

���

事实上
，

当 �� 。 时
，

由 ��� 知 ���成立 另一方面
，

由定理条件

� � 〔蒸卿 〕 一粤 〔 �〕�� 〔入 �。 �〕， 、
。 � ‘

�� �知矩阵
� 〔

弩
， 一

号
〔 ，，，

民 �。 �〕 正定
。

〔� ���〕

因此
，

只

窗
�

云八
，
一
‘ ，

愉
一 � 一�

云八
，一、 、

妞睑 飞
， � 、 、 ， 尸

改 ���
、 �

�淤 ‘ 少��� ��
’ ， ‘ �，二 ��勺 �� 刃肠�� ��

， ， ， 洲匕 卜不 �、 、 叨 �」 、 ����万二丁�� � 一 �犷 � � � �
，门护 ‘

� �
嘿多�

�一粤 〔 �〕 》， 认 �，�〕，� 二 �，�〕 依然是正定的
，

从

�护 ‘

而当 �护 。 时
�

��� 中二次型恒正
，

于是 ��� 成立
。

��� 下面证明
，

在 ��
�

��
了

的任意小邻域内
，

可找到一点 �矿
，

了�
，
��

，

使 � ��
，

�� 卜�
�

事实上
，

前已指出
�

在 ��
�

��
下

的任意小邻域内
�

存在 �了
，

矿����
�

即

�〔入�，�〕乡� ����� 。 �

扁� 田�，�〕云

且 �护 。 由上式可知
，
�矿

�

�� 笋 。 �

则
�

或者取 《矿
，

�。
�
�户的某个领城内任取

义
�

� 沿着 “ � 的导数

一�，�� 也属于 �
。

因此
，

如果 ��
， �

���
�

使 �� �����认 ���〕

了�
丫 ，

或者取 《矿
�

一了��
�

总可以使 ��。 �

另一方面
，

如果在

��下
�

�，
����

�

使 � ��
�

��三 。 �

则由于 �是不变集及 � 的定

�
。 �、
��

�

��三 � ����
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我们指出 ����不能成立
�

事实上
，

前已指出
，

在 ��
，

��
�

的任意小领域内
，

总可以找到一

点 ���
，

���
�
��

，

使 �铸�
，

此时
，

由 � 的义知 � �����
，

即 �任日
，

从而由 ���式及条件

�� �有

��一���
，
��� � ����

从而 ����式不能成立
。

��� 这样
，

我们就证明了
�

在 ��
，

��
了

的任意小领域中
，

可找到 �矿
，
��� 任�

，

使 �

��
，
����

�

由 � 的定义知
，
���井�

，

从而由 � 的定义知 � �����
， ，

即 �任�
。

由 ���式

及条件 �� � 知 � “ ，
��

，
��� 。 。

根据引理知
，

方程 ��� 的零解是不稳定的
，

证毕
�

令
。 ��

，
�
。
��� ��

。
��� �

，
�

， … ，
�

‘
�

，

则有

推论
�

如果存在实数
。�� �豆�日�

，

使得

����� 弋�任��
，
� ��� ���是非空集合

�

��� �任加丫 �

�， � 当 �任日时
�

七
� ，

况
了���

，

台
“ ‘ 、
灭玩一 甲客弩���

��� ’ � 。 ’

则方程 ���的零解 �二�

注
�

此推论包含 ��

� 。 是不稳定的
。

�
·

���， 。 。 �。
的结果

〔 ‘ 〕 �

� 算例 设一单位质�质点作空间曲线运动
，

用 �一 ��
�，
��

，
��

，

��

确定其位移
，

用非完整约束

�� 二 �，一�� 一 ����� 二 ，��� 一 ，一，�

架约束质点在 �，
方向的速度

�

我们来讨论质点在平衡位置处的不稳定性
�

嵌入约束后
，

质点的动能为

一
告
��，一 �，十 、�，

乡
‘、
�‘ 姚 十 ‘ 公 一 �守 ���，�，� ‘ 云�圣�
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�
尸 ， �

� �犷七��十 ����
‘

�� ��� 口圣���一 �叮���叮，��〕

当 ��二����
�
��时 入 ��� ����� ��

，
��正定

�

令势能

����� 一 �圣� ��，��

二 一 ��十 ����委

‘ �

�云一 言不
� ‘

�
‘

只下�巴 一
� ‘

��一 令
��

�
二丁�宜
‘

因此
�� ���

饭
� 。 ��二 �

，
�

，

��
，
�一�� 。 是一平衡位置

，

且对一切 �护 。 ，
��。 �

我们有

告 砚了
、

日�一
“ 一 白

吼 ‘
瓦 十 瓦‘ ’

一
���

， 一
要
���

，
� 粤

�全
‘ �

因此
，

当
�

�，�万�
委时

，
�一粤

��� 。 。

于是用推论不能断定质点的平衡位置是否不稳定
。

�

用定理来判断
�

为此令
�� �

，
�
� ��� 二�。

��� �
，

��
，

则有

�� ����

郭
，�‘

弩
一

客黔��，�
」二

一 ��� �十 �

�
‘

�
， 。 ，

二
，

��
‘

� 一 ��十 乙����一 万石�诬一 几于��一 乙��一 ����王一
�

于�纽
� 乙 ‘ �

一
�〔��， 一

扎委�
，
十 黑� 一 翻圣� 。

� 山 �� ‘

由定理知
，

质点的平衡位置是不稳定的
�
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