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抽象—数学发展的必然

龚 代 华

�基祛课部�

摘 要

数学的三个特点之一 便是抽象
，

抽象使数学精确化和应用广泛
，
抽象是数学发

展的必然过程
，

数学将从抽象走向史抽象
。
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�
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� 引 言

我们知道数学的特点是
�
��� 高度抽象

，

���严密精确
，

��� 应用广泛
�

尽管现代数学

分支众多
，

内容丰富
，
但从宏观意义上讲现代数学仍能具有上述三个特点

。

甚至现代数学的

这三个特点比任何其它时期的数学都显得更突出
，

更明显
�

我们认为数学的三个特点中
、

最

重要
，

最具有决定性的特点便是高度抽象
。

抽象使我们能舍取事物的其它属性而专注地认识

事物的数量关系和空间形式方面的特征
�

这样才能使认识的对象简单化
、

理想化
、

系统化
。

因

而使我们能从一类事物中抽取共性
，

虽然这个共性只是每个事物的近似反映
，

但它却深刻地

反映了事物的特征
。

正如列宁指出
� “
当思维从具体的东西上升到抽象的东西时

，

它不是离开

—如果它是正确的
· · · · · ·

—真理
，

而是接近真理
，
物质的抽象

，

自然的抽象
，

价值的抽象

及其它等
。

一句话
，

那一切科学的 �正确的
、

郑重的
、

不是荒唐的�抽象
，

都更深刻
、

更正

确
、

更完全地反映着 自然
。

从生动的直观到抽象的思维
、

并从抽象的思维到实践
，

这就是认

识真理
，

认识客观实在的辩证的途径
�

确正因为抽象的这些功能
，

才使数学的研究对象简化为

纯悴数量关系和几何形式
�

因此
，

在公理体系的基础上对这些抽象概念进行严密推理
、

论证

而建立起来的数学体系是合乎逻辑的
，

因而是精确的
。

在数学体系建立的过程中
，

数学概念

的抽象性
、

纯粹性保证了数学概念之间逻辑关系的确定性
，

并使逻辑关系简单明了
�

这可从

一个简单的例子看出
。

在数学中 ���的逻辑性是非常明确的
，

但要是这两个效学没有完全抽

象出来而是和某种事物结合在一起
，

则情形就完全不同了
�

比如 �头牛��头牛在逻辑上远不

如 ���明确
，

容易引起逻辑混乱
，

故此
，

我们完全有理由下结论
�

合理的抽象是数学精确化

的基础
�

从现实世界中抽象出来的数学概念和形式不但没有脱离现实
，

恰恰相反
，

而是更丰富
、

更
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多样地反 飞现实
。

正因为这样
，

当我们赋于数学公式不同的实际意义
，

我们邵丽由此解决不

同的实际问题
。

抽象的形式好象一个空筐
，

它可以装得下有适度任意性的物品
，

抽象度越高
、

装容的灵活性就越大
，

这是数学能被广泛应用的基本原因
。 �因此

，

可以说抽象化是数学精密

化和应用广泛的前提
。

犷士发展的历史表明
�

数学发展的道路永远是
�

实际一抽象一更抽象
�

而相应地数学变得
�

精确一更精确
，

应用广泛一更广泛
。

所以抽象化是数学发展的必然过程
�

� 抽象
，

数学诞生的标志

每一数学分支尽管内容不同
，

处理对象各异
，

但不外都是由一些抽象概念及抽象命题所

包含的抽象概念间逻辑关系构成
，

简言之
，

数学是由抽象的概念与关系组成
�

这种构成自数

学诞生之 日便存在
，

其区别只在于抽象的程度
，

关系的复杂程度不同
。

自然数是数学的第一个抽象概念
�

因此
，

自然数的出现标志着数学的诞冉
，

从此数学才

有可能在自然数的墓础上进一步发展
�

在今天人们看来自然数是最简单不过的东西
，

人们在

经常使用它时丝毫没有惫识到其抽象性
。

然而就是这个最简单
，

最普通的抽象概念的产生也

不是一跳而就
，

就象其它任何文明的萌芽的出现一样而是经历了一个漫长的孕育过程
�

自然

数有两种功能
，

一是度量功能
，

二是计算功能
�

度量功能可以确定任何由同类物质组成的有

限集合元素的个数
。

度�功能是通过一一对应来实现的
。

正是自然数的度�功能才使其完全

从现实世界的对等关系中抽象出来而成为一种纯粹形式
。

数学的另一分支几何学的产生也证

明了这一点
，

几何学是因为丈�土地而产生的
，

这自然要用到算术
，
因此它只能在算术发展

到一定水平才有可能出现
�

在几何学中
，

人们将现实世界物体的所有性质舍取只抽象出其空

间形式和大小
，

从而建立了空间物体的
“
纯粹形式

” �

自从有了抽象的数和空间形式之后
，

数

学才有了其研究的全部对象
，

只有这个时候数学才能具备初步体系
，

从而在这个体系上数学

才能较快发展
�

纯粹的数量形式— 自然数产生的过程大概是这样的
。

在数学出现之前
，
人们用小石子

之类的东西来建立和猜物 �或其它物类�的一一对应关系
。

如用一位石子表示一头羊
，
二粒

石子表示两头羊
·

…… 这时人们也许朦胧地意识到 �粒石子可以用来代表所有由两个同样东

西组成的类数值特征
。

久而久之
，
�粒石子

、
�粒石子

、
�粒石子… ， … ，

作为第一步的抽象

产物被人们用来计数
�

这里石子是个双重角色
，

它既是计算工具 �相同于筹码之类�又是数

本身
，
因此这种抽象物还是比较直观的

，

也正是因为这点它才能在人类文明初期被人们接受
�

漫漫地随着人类文明的发展
，

完全抽象的效字便诞生了
，

这虽然是数字发展的第一步
，

然而

确是伟大的一步
，

从此数学才能在这个基础上不断发展
。

数字是因为其度�功佬而产生的
，
之

后人们便发现了数字的第二功能一计算功能
，

于是有了简单的算术
，

慢慢地又出现了代数
，
徽

积分…… ，
当然此时数学发展的速度是相当慢的

，

其过程也极其漫长
。

但就其内容来看变化

是巨大的
。

然而这都是在自然数的基础上进一步抽象的结果
。

� 抽象一共性与理想化

世界是普遍联系
�

这就是事物间共性存在的基础
。

决定事物间联系的因素就是事物的内
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在客观规律
。

数学和其它科学一样反映了物质世界的运动规律
。

数学的任务之一便是从量的

角度去揭示和研究事物运动规律
，

从而帮助人们去认识自然
，

征服 自然
，

改造 自然
。

数学中

的每一个抽象定理
，

公式都是规律的象征
，

反映了一类事物的共性
，

而且抽象程度越高
，

体

现共性的普退性越大
。

由于数学规律所揭示的真理也具有相对性
，

所以人们对于数学的认识

水远没有完结
，

对于数学的认识将继续下去并在现有墓咄上进一步深化
。

这就是说还有更多

的规律有待于我们去拐示
、

发现
，

当然这些规律更深刻
，

更广泛地反映现实世界和揭示事物

间的共性
，

因而其数学形式也将更抽象
。

为什么数学的发展必须经过抽象化这一过徨呢� 这是因为发现现实世界中许多方面的共

同联系形式用统一的方法去处理
，

这是科学研究的重要任务
。 丢因此

，

我 ��〕认识世界的 目的在

于通过认识其内在规律去揭示事物间常有普遍性的东西叩共性
。

然而现实世界中的事物总是

复杂的
�

具有多种属性
，

如大小
，

形状
，

结构
，

颜色
�

物理性质
，

化学成分…… ，

这些属性

娜属于一客体中
�

而人们对于事物的认识之一般方法总是
，

由浅入深
，

由特殊到一般
�

因此

���于具有多中属性的事物的认识 只能一个侧面一个侧面地去认识
。

为了揭示事物的纯数量与

空间形式方面的共性
，

我们既要着眼 于整体又要有所专注
，

整体观是将一类事物作为
一 个整

体进行考虑
，
这样有利于通过考查事物间的联系来发现事物间的共性

�

而专注则表现为只考

虑事物间的数�关系与空间形式方面的特性而将其余性质舍取
�

这里
，

我们的方法是普遍性

与特殊性的同一
。

因此我们可以将一类实际问题通过类比
、

归纳等方法抽象为一个数学问题

或数学模型
。

当然
，
这个数学模型必须合理地反映事物的性质

，

揭示这类问题的共性
。

一旦

建立了合理的数学棋且
，

我们便可哲时抽去问题的实际惫义
，

利用现有数学体系对数学模型

进行纯数学的推理
、

论证
�

在数学上解决了这个问题之后
，

便可将其结果广泛用于解决这类

问题
。

在这个过徨中抽象化架起了从实践到理论的桥梁
，

又将理论的
“
精翻

”
翰送到解决各

实际向肠的过程中
�

效学理论就是这样在不断地解决实际间题的过程中发展
、

完备起来的
。

人

们在生产实践中提出的大量问题为数学的发展提供了丰富的原始资料
，

通过提炼
、

抽象等手

段
，

数学从中提欢了大�概念
，

有些概念的产生甚至导致了新的数学分支的诞生
�

数学就是

这样来抓于实映又将从卖映中获得的高度抽象
、

完备的理论应用于实践之中
�

这种例子在数

学发屁史中不胜狡举的
�

侧如 ������在解决若名的 ������
�����七桥问题时用的便是这种方

法
�

很据向理的性质
，

他将岛和陆地抽象为一点
，

桥梁抽象为联结两点的弧线
，

干是这个问

肠便抽象为拓扑学中的一笔画间肠
。

����� 研究了这个问题有解的条件
�

过每点的线段应是偶

数条
�

由这个条件即可指出这个间题是不可解的
。

虽然 ����� 建立这个模型仅仅是为 厂解决七

桥问压
�

但它给出的一笔画的条件却可以用来解决许许多多这类问题
�

以后这种方法发展为

图论这一数学分支
。
�����

的成功和合理模型的作用是分不开的
�

事实证明
、

抽象的形式不仅能用于统一处理已知现象
，

而且能指导新的工作的开展
�

因

此抽象能筒明地表示事物的共性又能使理性思维超前
，

� 感性一理性
，

导致了抽象的方法和概念

唯心主义音认为效学充全是人的思维产物
，

是完全主观的
，

因而数学是与经验无关的
“
纯锌理性

，
的创遗物

，
它可以脱离现实世界而孤立地存在

，

自我发展
。

这种观点表面上看起
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拍象一
一

数学发瓜的必然

来似乎有道理
�

但当我们用马克思主义哲学的观点对它进行分析时
�

就会发现这种砚点是完

全错误的
，

其错误在于否认了数学的现买意义
。

我们认为数学的概念
、

定理虽然抽象
，

现实世界中也找不出真正的效学实体
，

但数学的

内容确是现实的
。

这是因为数学的概念来源于实践同时又以一种更深刻
，

更丰畜的方式反映

现实世界
，

这就是数学能被广泛用于解决各种实际问题的原因
。

这也表明数学同样要经过实

践的检验
，

因而数学是有现实意义的
。

其实恩格斯早就指出过
� “ ……如说在纯数学中理性所

涉及的只是自身的创造和想象的产物
，

那是完全不对的
�

效和形的概念不是从任何地方
，

而

仅仅是现实世界中得来的
。 ……和所有其它的思维领域一样

，

从现实中抽象出来的规律
，

在

一定的发展阶段上就和现实世界相脱离
，

并且作为某种好似独立的东西
、

好似从外面来的规

律一世界应当与此规律相适 合一而 与之相对立……仅仅因为如此
，

数学才能被一般地应

用
。 ·，

因为数学的内容是现实的
，

所以揭示和研究数学规律是我们认识世弃的一部分
，

同时数

学本身也具有去帮助人们加深了解自然的任务
，

这就需要数学的发展先于其它 自然科学的发

展
。

然而事实并非如此
，

数学最初是因为解决实际问顺而产生
、

发展的
，

当数学发展到一定

阶段时
，

人们便能用数学解决很多实际间题
，

从而促使了其它自然科学 �如力学
，

天文学
，

物

理学… �的较快发展
。

反过来这些科学的发展又给数学提出了不少间题
，

有些问题甚至超出

了当时数学的能力
�

最后这些问题的解决不仅对其它科学的发展起了作用也极大地促进了数

学的发展
�

数学的发展总
、

是以新概念
，

新方法的出现为标志的
。

而数学中产生新的概念和方

法一般有两种途径
�

一是将各种零散
、

缺泛系统的具体方法抽象成一种高度概括的方法
，

这

就是将感性认识进行提炼
，

去粗取精而得到的一种更高更深刻的认识
。

数学中的许多概念
、

方

法就是通过这种
“
感性，理性 ”

的途径而产生的
。

例如占了整个十八
、

十九世纪数学中心的

基本概念一
一

函数就是通过这种途径而产生
。

第二种途径便是创造新的数学理论来解决间题
�

从而使数学理论也得到了极大手富
。

这两种方法有一共同点
，

那就是起源于解决实际问题
。

因

此
，

解决实际问题是推动数学发展的动力之一
。

这也表明数学的发展受到人们对 自然认识的

水平以及其它 自然科学发展程度的制约
。

于是新的数学只能在特定的社会背景下产生
，

因为
�

只有这种社会背景才能提供大量产生这种数学的感性认识
，

从而为人们获得理性认识打下基

础
。

故脱离了一定的社会背景
，

新的数学是不会产生的
。

例如
，

早在公元前 ��� 多年
，

阿基

米德求抛物线 弓形面积的方法已十分接近微积分的方法
，

但因为历史的限制
，

当时和科学 只

是停留在静力学的范围而很少研究变量问题
，

因而不存在产生微积分的社会基础
�

只有到了

研究变量
，

研究运动的时候微积分才能应运而生
。

在这个从感性认识到理性认识的过程中
，

科

学的抽象这一手段具有决定性的作用
。

社会的需要永远是数学发展的动力
，

它不断使数学达到新的理性高度
。

� 数学符号使数学的内容和形式都抽象化

数学中系统地引进符号是从十六世纪开始的
�

它对于以后数学的发展有粉深远的意义
。

它

是数学中一个伟大的进步
，

它使数学从内容到形式都完全抽象化
。

引进符号不是一件偶然的

事情
�

而是数学发展到一定阶段的必然产物
。

早期的数学特别是算术
，

代数无论是计算还是
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逻辑推理都是通过文字来叙述的
。

这种方法有很多弊端
�
��� 计算繁琐

，

工作量大
，

而且容

易错
。

��� 说理不清
，

论证冗长烦琐
，

逻辑关系不明显
，

不可靠
。

以解一元二次方程为例
，

由

于当时没有采用抽象的符号
，

故没有一元二次方程的一般形式
，

也就谈不上对一元二次方程

作一般性研究
�

所以当时只能一个一个去求解具体方程
，

即使用代数方法将方程解出来了
，

最

后得用几何方法去证明它
。

可见
，

当时代数中的逻辑推理是如此不可信
。

只有到了用符号表

示一般一元二次方程时
，

人们才能将具体解方程的方法抽象为求根公式
�

又如阿基米德求曲

边形面积的方法已非常接近微积分方法
。

但因无法将这些具体方法用高度概括
，

高度抽象的

方式来表达
，

故具体间题都得靠一种非常巧妙的方法来解决
。

这些问题要是用微积分方法来

解的话是非常简单的
。

从以上例子我们还可以看出其第三个弊端
，

那就是它不能将一些熟知

的方法通过提炼
，

概括等方式使之成为高度抽象的公式
、

定理
，

从而阻碍了数学抽象化进程
�

以上三个缺点严重地阻碍了数学特别是代数的发展
�

可以说没有数学符号就没有现代数

学
。

因为
，

面对现代数学如此抽象
、

复杂的内容
，

要是不采用数学符号而仅靠文字叙述
，

那

将是不可想象的事情
。

因此
，

没有现在这一套符号体系
，

数学只能停留在算术和代数初期
，

因

为
，

当数学发展到初等代数这一阶段时
，

计算
、

推理和论证使数学家们的工作变得非常繁重
，

有些推理中的逻辑关系仅靠文字叙述非常烦琐
，

甚至常常面对说理不清的困难
�

为了克服这

些困难
，

有些数学家引进了符号
，

也许当时数学家们并没有意识到其深远意义
，

慢慢地人们

便发现了其优点
�
��� 简化计算

。

使计算程序化和机械化
，

不易出错
，

有如笔算比口算优越

一样
。

��� 简化思维
�

它使推理层次清晰
，

简单明了
，

而且用一部分机械运动代替了推理论

诬过 程
。

�劝 能使衷有数学体系抽象化
、

完备化
，

有助于人们发现数学的内部问题
，

从而通

过解决这些问题而产主更抽象
、

更先进的数学
，

促使数学不断发展
。

数学发展的历史证明了上述观点
，

但也从中发现几何学似乎是个反例
。

因为
，

创始于两

千多年前的欧氏几何至今并无新的发展
，

也就是说欧氏几何二千多年以前就 已经以完备的形

式呈现在人们面前
�

而那时数学符号尚未出现
、

几何学是否不受数学符号的影响可以独立发

展呢� 回答是否定的
。

几何学二千多年以前就完备的历史事实不但没有否定数学符号的重大

作用
，

恰恰相反
，

它再次证明了数学符号的重大作用
。

让我们考查一下当时几何所研究的对

象及其表示方式
。

几何所研究的全部对象为点
、

线
、

面及由这三个元素组成的可作图形
，

这

三个元素都是从现实世界中提炼出来的完全抽象概念
，

而且在进行逻辑推理时用了字母表示

点
、

线
、

面及几何图形
。

这就是说当时几何所考虑的对象从内容到形式都完全抽象化了
，

所

以几何的发展没有遇到代数发展过程中所遇到的困难
。

因而几何发展的速度要比算术
、

代数

发展的速度快得多
，

相反要是完全用文字来描述几何问题
，

那么几何的发展将会慢得多
。

所

以几何的发展再次证明了数学符号的伟大作用
。

数学符号使数学发生了一次数学内部的抽象化革命
，

它将原来零数
、

缺乏系统的数学提

炼成更精炼
，

更系统
，

更抽象的数学体系
。

这种数学体系既可广泛地应用于解决实际问题
，

又

便于从中发现数学的内部矛盾
。
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� 抽象体系中数学进一步抽象化

致学发展到一定阶段
，

特别是效学符号引进之后
，

数学渐渐地出现了初步的完备体系
�

于

是数学家们完全可以脱离实际背景
，

甚至具体数学来研究数学
，

这种更抽象的方法使数学家

们能站得更高
，

更大范圈地注视数学
，

他们关心的不再是数学的某个徽观上的进展
，

而是整

个数学的结构的合理性与完备性
�

因此
，

数学家们在研究过程中能发现大量的内部矛盾
，

同

时数学家们比任何时候都表现得富有想象力
，

他们在各自研究的基础上大胆地将已知结论推

广
，
对数学中的某些现象进行猜侧与不完全归纳

，

这一切都形成了数学家必须解决的问题
，

这

些问题可分如下两种
。

�� �常规问题
，
这种问题可以在现有数学的基础上解决

，

它的解决加

深了人们对现有数学体系的认识
，

形成了必要的知识积累
，

促进了数学的完备化
，

例如
，

自

从用符号表示方程的一般形式之后
，

人们便能对方程作一般研究
，

相继发现了二次
，

三次和

四次方程的求根公式
，

人们对于解方程的知识稳步增长
，

这种例子在数学发展史中是不胜枚

举的
。

它们的共同之处在于为数学提供了大量实践
，

为人们认识数学
，

检验数学提供了广 阔

天地
，

是培育数学知识的沃土
。

���非常规问题
�

这类问题通常不能或者很难用现有数学来解决
，

通常这类问题的解决

要经历一段较长时期
，

然而问题一旦得到解决往往会产生新的数学分支
。

例如微分方程就是

在解决天文学
，

力学
，

物理学和数学本身的问题的过程中产生的
，

在这类问题中有些问题的

解决还会引出更抽象的概念
�

这些概念在当时看来完全虚构和脱离实际的
。

事实并不是这样
�

正因它是从抽象的数学内部提炼出来的概念
，

所以它便显得更抽象
�

同时它也以一种更深刻
、

内在的方式反映现实世界
，

因此它一下子难于被少
、
们接受

。

例如虚数就是这样一个概念
，
它

不是从现实世界中提炼出来的
，

而是出现于数学内部
�

一开始人们很难接受它
�

其现实意义

也长久没有弄清
�

以后发现了它的几何解释
，

后来通过对它的研究形成了复变函数这个理论
。

人们利用这个理论解决了许多实际问题
，

如飞机升力
、

水坝渗水
，

实函数积分问题
，
此时人

们不仅接受了它
，

面对其巨大作用不得不发出赞叹
。

正如恩格斯所说
� “
只有在结束我们才能

达到理性本身自由创造和想象的产物—虚数值
’，③ �

当然
，

常规和非常规只是相对的
，

随着数学不断发展
，

一些原来非常规的问题会转化成

常规问题
，

在这个基础上又会划分出新的常规与非常规问题
。

这当然是更高层次的划分
，

数

学就是这样以否定之否定的形式发展着
，

从抽象走向更抽象
�
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