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消除接触摩擦单元应力振荡的方法

雷晓燕 王五全

�建筑工程来� �江西省 第三建筑公司�

摘 要

本文运用特征值分折法对文献 ��� 提出的接触摩撼单元的应力抓荡问题进行 了

钓
一

论
。

在接触摩擦单元 中
，
应力振荡常常岌生在接触 面上应力梯度变化较大的区域

。

产生应力振荡的原 因是对擂位函数矩阵进行情确积分或 高斯致值权分
，

未用牛烦柯

—特斯积分法则能消除应力振荡
。

关键词
�

应力振荡 � 接触单元

� 引 言

工程中存在大量接触间题
。

例如
�

层状地基
、

岩石断层
、

土与结构物及结构物与结构物

之间的相互作用等
�

为了模拟这类非连续问题
，
���对。 。 。 �首次提出了节理单元

，
以后又有许

多人在这方面做了大量的工作，� 。

节理单元对具有一定厚度的断层
、

剪切带和弱软夹层尤其

适 甲
。

但对厚度很小或不计厚度影响的间题
，
使用时常产生数值计算困难和得不到满意的解

答
一

旦为在这种情况下
，
需要在接触面的法线方向选择一个人工刚度系数

�

文献 【�� 的作者

在 �，���� 。 工作的基础上
，

提出了一种新的接触摩擦单元
�

这种接触摩擦单元
，

直接选取接触

应力作为节点未知量
，

而不象节理单元那样需要用弹性系数计算接触应力
�

因此接触摩擦单

元在数值计算过程中是稳定和收效的
�

从事节理单元的研究人员发现在有限元节理单元中存在有虚假应力振荡现象。 。 �

在接触

摩擦单元中闷样存在这种现象
，

即在应力梯度变化较大的接触面上
，
接触应力存在振荡现象

，

这与真实情况是违背的
。

本文运用特征值分析方法
，
对接触摩擦单元的应力振荡问题进行了

石究
，

指出对插值函数矩阵进行精确积分或采用高斯数值积分方法是引起应力振荡的根源
，
用

牛桩�一柯特斯数值积分代替高斯积分能消除应力振荡
。

� 接触摩擦单元�，〕〔�〕

考察两物体的接触
，

用标准的有限元离散方法将两物体划分单元
，

两物体的接触面用双

本文于 ����年 �月 � 日收到
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节点编号
，

采用接触摩擦单元
。

运用虚位移原理和引人插值函数
，
即可得到联系单元节点接触应力与单元等效节点力之

间的关系式

口占
� � � ���

其中
� �为坐标转换矩阵 �

。 为局部坐标系中的单元节点接触应力 �

�为整体坐标系中的单元等效节点力
�

�为插值函数矩阵
，

定义为

召一丁
。

了州
尸

���

上式中
，
�为接触摩擦单元的插值函数

。

在二维接触摩擦间题中
，

接触条件可分为三类
，

即
�

固定
、

滑动和张开
。

对不同的接触

状态
，

接触面上的位移和应力应满足不同的平衡条件和连续条件
。

接触摩擦单元的接触条件可统一表示成

。 、

�竺 �
一
�竺 � 一

���

其中
�
�‘
为坐标转换矩阵

，

与接触状态有关 �

�为对角矩阵
，

也与接触状态有关
�

�
为整体坐标系中的单元节点位移 �

� ‘

为局部坐标系中给定的单元相对节点位移或接触应力
。

从形式上
，
���

，
��� 两式可合写成

���
�
气

�
�一�’一之����

一一

、�
�

贬�
�

��一一夕��、�七磐引阳比队匕

上式即为接触摩擦单元的有限元方程
�

由此可见
，

在接触摩擦单元中
，

节点位移和接触界面

上的接触应力是直接作为有限元方程的未知量
，

提高了接触应力的计算精度
，

不足之处是增

加了方程的未知数
。

通过标准的有限元集成规则
，
可将 ��� 式组集到有限元方程中

，
因此该单元容易与现有

的有限元程序联接
，

这是该单元的又一优点
。

� 应力振荡问题

为了研究接触摩擦单元的应力振荡问题
，

首先考察两个算例
，
采用不同的积分方案

，

观

察接触界面上接触应力的分布
。

算例一为光滑刚性基础与弹性地基作用
�⑥。 有限元网格和材料系数如图 �所示

�

其中接
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消除接触泽接单元应 力振荡的方法

触摩擦单元布置于刚性基础与地基之间
。

该问题的理论解显示在刚性基础的两端有应力集中

现象
�

图 �表示采用高斯数值积分计算插值函数矩阵 ��� 时
，

接触应力与理论解的对比
� 图

�表示采用牛顿一柯特斯数值积分时接触应力与理论解的对比
。

从图中可见
，

高斯数值积分方

案在应力集中区造成应力振荡现象
，

而牛顿一柯特斯方法则与理论解十分接近
，

无应力振荡
。
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�入入又又�
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、

� ���
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�� ���� 人�。
，

灯 二 �
�

� � 川
‘ �万

�

�八了‘

夕 二 ��

‘ � 〔�

口 � �一
�
。 ，

�

���

图 � 刚性基础与弹性地墓的光清接触

算例二为弹性地基中的桩基拉拔向

题
，

见图 �
。

当逐渐增加作用在桩顶的拉力

时
，

桩基与地基之间的滑动摩擦将自上而

�� ��
���� ��卜�����

�� ������寸�����户�一��

翔������心

下扩展
。

采用高斯数值积分和牛顿一柯特

斯数值积分计算插值函数矩阵 ��� 时的接

触剪应力分别示于图 � ���和 ��� 中
�

从

图中再一次看到
，

高斯积分引起应力振荡
，

牛顿一柯特斯积分无振荡现象
�

日�〔
�

� ，，�����������，，，�，����，����

一
�

—一—
�

一︵
。三、之袱︶。，。﹄、、

� ���
� ， 卫里竺， �必舜

�

占 �一 � ‘ ‘ �、 �� ‘ 日‘ 目 � � � �
‘

二 ，� 勺

� 恤刀诈汤则竹位但活分机 弓
�

心

考察由二个单元组成的系统
，

一为八

节点等参元
，

另一为接触摩擦单元
。

假设

在接胜界面上无外力作用
，

则沿法线方向
，

两单元需满足下列平衡条件
，

即

。
飞

����� 三三
���������

��� � � 一一

���
� ， ，，

飞飞飞木 ���

� 一 �
‘�‘，�汪云� �￡‘� ��，�

图 � 高斯数值积分时接触

工
���

。�。 一
��
���

�

�� ���
应力与理论解的对比

其中
�

下标
“ �，

表示接触摩擦单元中的量
， “ 。 ’

表示等参元中的量
。

�
， �分别表示接触面上

的插值函数和分布面力矢量
�

对接触摩擦单元来说
�

分布面力即为接触应力
。 �
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利用插值函数
，

单元内的分布面

力 �可用节点面力 �表示成

飞、之
‘

三

��

将上式代入 ���

八

� � ，

中
，

有

�� �� 、����
一

�� 毛�� �������

�� ����
�������������

勺勺卜勺叼的

八 八

�� ��一�
。
�。

其中
�
�按 ��� 式定义

�

�

由 ���式
，

可得到 �。

���

���

一
二�二户甲爪﹄﹄户︸‘巴叼曰卜。劫八 六

�
。
���

�

���

其中
�

����
’
�

。

���

在有限元计算中
，
对外部等参元

，

常采用高斯数值积分方案
。

若对接触

摩擦单元插值函数矩阵 ��� 式也采用

高斯数值积分
，

则在公共的接触边界

� 一 ���，�艺。 ��� �二�

图 � 牛城一柯特斯积分时

接触应力与理论解的对比
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图 � 弹性地基中的桩基拉拔
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�

消辣接触摩格单元应力抓荡的方法

一 �

�
。

与 �
。

具有相同的值
，

这时矩阵�为单位矩阵
。

根据 ���式
，

接触应力 全得不到改善
。

一
��

�

�习

一
三口 ��

一
��

�

��

一��
�

��

一

�一一一一门
一�。 。
日

二

二弃
絮��

一
��
�一

���侧吧， 一乞�
�

�口

二�，
�

�日
�三

�

己�

匀 � �璐
�

��

一 、�
�

三�

��
�

已�

�适
�

��

丫
一， 日三

‘ 一
三

�

日�

︸
。
比的妞︸门之二、‘二

︸�一

洲娜圳洲浏

�
�

�

�飞

一�
�

冶�

一�
�

��

愁 二日

汾扮故

书��泥洲艾工�‘︹曰
︸口

一一一︸﹃

一�
�

��

��
�

��

�
�

�日

�
�

� ���

图 � ��� 高斯积分时的接触剪应力

��� 牛顿一柯特斯积分时的接触剪应力

岁梁用牛顿一柯特斯数值积分于接触摩擦单元时
，

冬与 冬相差很大
，

分别为

����
����陈�旧

二

﹄
�一��

一一又
一

一 �

����
�肠�自�

�

一 � � ��
尸、����������

�一��
︶一及

一

其中
� �为单元接触边界长度

。

为了研究矩阵 �对应力的平滑作用
，

开成

分另。将分布面力 屯
。

和 全
。

按矩阵�特征矢量的基展
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�
。

一

全
讨飞

一 ‘

�����
一

鱿

﹄
�

万川

一一

八一�一

其中
�
��

为矩阵 �的特征矢量
，

必和 公 为相应的展开系数
。

定义

鱿 二 只。对 叮���

其中
� 久� 称为放大系数

，

因为它起着对分布面力放大和压缩的作用
。

实际 上
，
入、 即是对应于

特征向量 ��

的特征值
。

将 ����式代入 ����中
，

得

宝
‘
一

玄
、 “叭

一 孟， � 一

����

�
�

�入
、 �� ���

…
��…

�
、占�乃了‘、

注意到
，

上述接触应力表达式中的 凡 对接触应力起着

平滑作用
。

运用 ���
，
����和 ����三式

，

即可得到下列特

征方程

��一 风���
一

� � ��弓�

其中
�
�为单位矩阵

。

解上述特征方程
，

得到特征值和相应的特征向量

如下

一一
，

凡
一一

、入
�一�

一一
几

入

� � � ��
，
一 �

�

�
，
��

了 ，
�� � ��

，

� ����

了 ，
��
� ��

，
�

，

��
�

心���

图 �给出了矩阵 �的三个特征值及相应的模态
。

根据接触应力的计算式 �� ��
，

从图中可见
，

模态多和 沙�、 。 二 �

�
，

由于其特征值 入�一 入
�
� �的缘故

�

对接触应力平滑

不起�乍用
。

而模态 �
，

由于其特征值
�

�

一
粤�

�
，

贝。受

到抑制
。

在前面给出的�
� 一

� 、 �下
，

接触应力的振荡 图 � 特征 值 千
，

特泣 向重

形式与模态 �颇相似 �
，二

‘

二
�

乙和图 三 ����
。

因此
�

当

采用牛顿一何特斯数值积才方案时
，

引起应力振荡的主要模态受到了抑制
，

从而达到干滑应

力的 目的
。
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渭除接触摩揍兰元应 力振荡的 方�’�

� 结论与讨论

很据以上特征值分析
，

可以得出结论
，

高斯数值积分插值函数矩阵 ��� 是造成接触应力

振荡的原因
，

采用牛顿一柯特斯数值积分能够消除应力振荡现象
。

应当注意
，

对插值函数矩阵 ��� 采用三点高斯积分等价于对其进行精确积分
。

因此
，

精

确积分插值函数矩阵也将引起接触应力振荡
。

另外
，

大量的计算显示
，

当采用牛顿一柯特斯

数值积分代替高斯数值积分时
，

数值解的收敛性有所降低
，

但影响是微小的
。
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