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两类图的优美性与和谐性

邓 毅 雄

�基础裸部�

摘 要

本文讨论 了图 � ��
，

�� �道路 �� 的两端点与 �
�

相联所得到的图�和 图 �
二
斗�

�

的优美性与和谐性
。

关键词
�

优美性 � 和谐性 � 标号函数

。 引 言

研究图的优美性与和谐性是图论的有趣课题
，

但由于缺乏具有一般性的研究手段
，
寻找

具有优美性 �或和谐性�的图类仍是这个领域 目前的研究重点
�

设 �� ��
，
��是简单图

，

下面先给出图� 的优美性与和谐性定义
。

对图 �
，

若存在函数

�
�
�一� ��

，
�

，
�

， … �� 】�

满足
�

���� � ， ���
，

若
�特

� ，

则 � ���护����

���� ���一� ��
，
�

， … ，

����
，

其中 。 ��� 一 ����� 一���� �
，
��� ��任���

���� �， ， �，尸
任�

，

若 �‘
护君‘ 护 ，

则 。 ��
，
� 拱� ��

，’
�

，

则称图 � 是优美图
�

其中 �

称为标号函数
，
� ��� 称为点 � 的优美标号

， 、 ��� 称为边
�
的优美值 �或权�

�

侧目���

设 �
、

�是两整数集
，

若 � 中元素关于整数 �取模恰得到 �
，

则记为 �— �
。

这样我

们可以给出图 � 的和谐性定义
�

对图 �
，

若存在函数

�
�
�一� ��

，
�

，
�

，
一 ���一��

满足
�

���� � 、 ���
，

若 �护� ，

则 ����祷��
���

�����

����。
�
����以 ���一���������

，

其中
�� ��任��—��

，
�

，
�

，… ，

���一 ， �

本文于 ����年 �月 � 日收到
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���� �， ， �‘ 尹
任�

，

若
�，
护

�，’ ，

则 、 ，
��

�

�护 。 ‘
��

‘ ’
���� �����

，
贝�称图 � 是和谐图

，

其中 � ��� 称为点
�

’

的和谐标号
， 。 ‘

��� 称为边
�
的和谐值 �关于 ��� 的模的意义下�

。

有些图既有优美性又有和谐性 �参阅 仁�〕�，

本文讨论了两类图的优美性与和谐性
，

其中

图 �二��
，
的和谐性是文 〔�〕 的一个猜想 。

一 口 �

用 �
。 、

�
� 、
�卜 ，

分别表示阶数为
�
的完全图

、

道犷匆星

图
，
否表示图 � 的补图

，

而文中其他未定义概念参照 〔司
。

我们用 � ��
，
�� ����

， �多�� 表示道路 �
�

的端点与 �
�

相

联所得到的图
。

当 ���时
，
� ��

，
�� 仍为 �

� ，

当
�一 �时

，

� ��
，
�� 为星图 �

� 。

注意到毛虫树 �移去它的所有悬挂点

得到一条道路的树�既是优美图又是和谐图
，

而道路与星

图显然是毛虫树
，

故它们都是优美图与和谐图
。

关于树的

和谐性定义也参阅 〔�」，

这里不介绍
。

下面我们只考虑
�
妻

�
， ��� 的 情 况

，

此 时

����
�丰�，

���二����一 �
，

� ��
， ��如图 �所示

。

图 �

� � ��
，
��的优美性

我们知道
，

若图 � 的点均为偶数度点
，

则 � 是优美图的必要条件是 ���一 。 或 �����幼
。

故当 �一��斗 �
， �二�� �或 。 ������ 时

，

���
，��都不是优美图

。

但我们可以证明除上述情

况外
，

��
� ，
约都是优美图

。
�以下 �

、 � 为正整数
，
�

、

�分别表示 ���
，
��的点集与边集�

，

先给出四个引理
�

引理 � 若道路 �
�

抓����的两端点已标号 �与 �
，

则其余 ��一 艺个点必能从整数集��
，

�
， ，
二 ，
��十��中选取不同的数作标号

，

使得所有边的权恰为集��
，
�

，… ，
��一��

。

证明 设 �、 的 �� 个点依次为
� 。 �

� �，
���

，� ‘二 一 ，，

则可以验证如下标号满足要求
�

���
。
���

，
���

‘二 一 ��二�
，

当 �为偶数时

���
�

���十��� ��一�
，
�

，… ，
��一 ��

当
�
为奇数时

�屯�
一 ���乙

���
、

�一

七��一 ��一 ����
，

� �
，
�

，… ，
��一 �

�� �� 一�
，

一
，
��一 �

证毕�
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完全类似地可证
�

引理 � 若道路 ��十，��〕 ��的两端点已标号 �与 �
，

则其余 ��一 �个点必能从整数集

《�，�，
一

，
�。 ���中选取不同的数作标号

，

使得所有边的权恰为集 《�，
�

，

一
，
���

�

引理 � 若道路 �，。 的两端点已标号 。 与 �������。 》 �
，����

，

则其余 �� 个点必能

从整数集 《�，
�

，… ，
��十�，

�。 ��十�
，… ，

�������中选取不同数作标号
，

使所有边的权恰为

集 《�，
�

，… ，
�����������

，
����十�

，… ，
�������

。

证明 设 ��十 �

的点依次为
� 。 ，� 、 ，… ，�

一
�，

可以验证如下标号清足要求
�

���
。
���

，
���

‘ 。 � ��� ����十�

当 �为奇数时

��� 。���皿� �一 ��一 ���� � �
，
�

，… ，
��十�

当 �为偶数时

��� ���
，
�

，… ，
��

�����
，

������
，… ，

��

���峭�
一一

、、产
�

�了、�‘几

证毕�

类似引理 �可证
�

引理 � 若道路 ��， �
的两端点已标号 �与 ����������

， ����
，

则其余 ����个点

必能从整数集 《�，
�

，
一

，
����，

������
， … ，

����十�� 中选取不同的数作标号
，

使所

有边的权恰为集 ��
，
�

， … ，
������ �������

，
�。 ����

，

一
，
�������

�

下面借助引理 �一�
，

我们证明 ��
� ，
��的优美性

�

定理 � 当
。 一��

， ���� 时
，

���
，��是优美图

。

证明 此时���一� ����� 一�
，

设

�
�
�一一 ��

，
�

， … ， 】���

满足
� ���

。
���

，

天�
�一 �� �����二

�
���

，

而点
�� ��� �

，
�

， … ，
��一��按引理 �的标

号法标号 �

� ��
。
� � ����� ����� 一 �

，

� ��
，
�����

。
�一 ��� ����� 一�

，

若 ���卜
�
� 已标号

，

则

���万����� ‘ 一 ��一�������一��一 �
，

���石， ，
�一���乞�一 �������一��一�

，
��� �

，
�

，… ，�一 ��

可以验证此时
� 。 、

�’ 一 �

与
�� ����

，
�

， … ，

��一�� 相联所梅成的边的权恰为集 ���
，
��

��
， … ，

� ���� �� 一 ��
。

事实上
，

设
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�� �。 ��
��，� ，�

， 。 ��
�� ，�

， 。 ��
‘ 。 ， ，��‘， ，�

， 旬 ��。 一 �� ‘ �� ��一�
，
�

，

一
， �一 ��

，

�� �� ����一��一 �
，
� ����一�� 一�

，
�����一�� 一�

，
� ����一�� 一 ��

����
，
�

，
�

， … ， �一 ��

设 �� ��
。 ，
由于 。 ����� ����一��一�� ��

�

����一 �����〕 一 ����二���导
‘ �

�一 �

��
，

又 ���������
。
二� ����� 一�二 ���

，
����������

一 ����
，

故 �恰取到从 �� 到 �

����� 一�的连续整数
，
即 �� ��。

，
��十�

， … ����
。

又由引理 �知
，

其它边的权恰为集 《�，
�

，
一��一��

，

注意到各点的标号显然不同
，

所

以 �是优美标号
，

� ���
�

��� 是优美图
�

证毕�

图 �所示为 �一�
， �二�时

，

� ��
，
��在上

述标号法下的优美标号
。

应用引理 �完全类似定理 �可以证明
�

定理 � 当
�� ����

， �二�� 时
，
� ��

， ��

是优美图
。

定理 � 当 ������时
，
���

，
��是优美图

�

证明 此时���� �二十����
，

当�� 。 时
，
�

��
， ��即为 ���又

。 ，
是 �

。

��
�

的特例
，

其优美性

已由 〔�〕 证明
。

当 ���时
，

设

�
� �一� ��

，
�

， … ，

����

满足 ���
。
�一�

，
���一

�
�二���

‘ 。 � ，
�一���

���
，

而点
�� ��二 �

，
�

， … ，
���按引理 �的标

号法标号 �

� ��
。
� � ��卜�� ������一�� �

，
��一�

，
�

，

图 �

… ， �一 ��

显然各点的标号互不相同
，

且可证此时
� 。 、

��
�。
��

�

与 �� ��� 。 ，
�

，
一

边的权恰为集 ���十�
，
��十�

， … ，
����� � ��二十�十�

，
����十�

，

事实上
，

设

�
�
一 恤 ��

一二 一 工��� ��� �
，
�

� ·

… �一 ��
，

�
�
二 �。 ��

�� 、
� ����

，
�

， … ， �一 ��
，

易知 ��� �����
，
�。 十�， … ，

�����
，

��� 〔��� ���
，
��十���

， … ，
��十��十��

。

�一 ��相联所构成

一
，
��������

。

又 由引理 �知
，

其它边的权恰为集 ��一 ��
，
�

，

一
，

��争� ��二��十 �
，
��十�十�

， … ，

����� ��
，

从而 。 ���—����
�

��
�
一 ��

，
�

， … ，

�����
�任��

，

显然不同边有不同权
，

所以 �是优美标号
，

� �����
，
�� 是优美图

�

证毕三

图 �为当 ��� �
， �一 �时 � ��

，

�� 在上述标号法下的优美标号
。
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对
�� ��十 �的情况可应用引理 �并仿照定理 �

证得
�

定理 � 当
����十�时

，
� ��

，
� 是优美图

。

由定理�一�看到
，

除不满足必要条件的情况外
，

� ��
， ��都是优美图

。

当�� 。 一
�

， ���时
，

�
、 。 ， ��

即为圈 ��
，

故 �� 的优美性仅是 � ��
， ‘

��
一

优美性的

特例
�

� �

� � ��
，
�� 的和谐性

�
’� “ 瘾 几

’ ‘

七
�

�

图 �

关于 � ��
，
� 的和谐性我们有

�

定理 � 当
�一�� 时

，
� ��

，
� 是和谐图

。

定理 � 当 �一����时
，
� ��

，
�� 是和谐图

。

由于这两个定理的证明方法完全类似
，

这里只证定理 �
。

定理��的证明 此时 】��������一
�

，
� ��

，
��

，
仍如图 �所示

。

设

�� �

一
��

，
�

， … ，

��卜 ��

满足
�

���
�
�� ���一�一 �������一�一�

一

��二 �
，
�

，… ，
�。 一 ��

������ �� ����
，
�

，… ，�一 ��

可以验证以上标号满足和谐性定义
�

事实上
，

首先看到 ��� �� ��
‘
�� 一卜 ��一

，
� 一��

一 �
， 。 �� �� �

�，���� ��卜
，� ���一�

，
即 ��� �� �������

�� �� �������
，

且
� ‘
���

�
，
� … ，

��一��各点标号显然不同
，
�� ��一 �

，

�
，

一
， �一�� 之间也是如此

，

所以各点标

号互不相同
�

又设

��一 �。
‘
�，�� ‘， �� ��� �

，
�

， … ，
��一��

，

��� �。
，
��

��』
� ��一 �

，
�

， … ， �一 ��
，

��� �。
，
��一

，�，� ��一 。 ，
�

， … ， �一 ��
，

显然 ��
，

卜���一�
，
��

�

�� ��
�

����。

由于 ‘ �
��

���� �
� �� �� ‘

��� ��
，
��� � �����一��一�为奇数

，
�����������一 �

，

����，
���一�

，

且 。 ‘
���� ‘十，

�二 。 ‘
���� ����

�
���

，

故 �
�

连续地取到从 ��一 �到 �����一 �

的所有奇数
，

即 ��� ���一�
，
����

， … ，
������一 ���

同样可以求得
�

凡� ������一�
，
�����

，

������一�� 即连续地取到从 ��十��一�

到 �����一�的所有偶数
�

�的所有奇数
。

那 么
，
�

，
��

�

� ���一 �
，

�
�
� ���一�

，
����

， … ，
��一 ��即连续地取到从 ��一 �到 ��一

����
， … ，

��十��一��即连续地取到从 ��一 �到 �����一�的
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口。 �����〕

一
谧��一 �

，
��十�

，
创目��艺�〕

所有奇数
，
�
�

��
� … ，

�����一�
，
�

，
�

，
�

， … ，
�����一��

，
��

����十��一�
，
�

，
�

，

� 。 目 �����

��—
��

，
�

，
�

，

�� �

，
��一 ��

，

从而
，

哎。
‘
��� �。

‘
��� �� �� �十� ���

， �� ������

… ，

��� 一 ��
，

显然不同边的和谐值是不相同的
，
因此 �是和谐标号

，

� ���
，
�� 是和谐图

。

证毕�

图 �是当 �� �
， �

�一 �时 � ��
，

�� 在上述标号法下的和谐标号
�

� ����
�

的和谐性

文 〔�� 已经证明了图 �二��
，
是优美图

，

而文

【�〕猜想 �二十�
�

也是和谐图
。

这里我们证实了这个猜

想
，

事实上
，

定理 � �二��
，
是和谐图

。

证明 如图 �
，
�二十�

、
共有 ��十�条边

，
设

�
�

������
�
�一���

，
�

，
���

，… ，
���

满足
�

���
。
���

���一���

���，����一�� � ��� �
，
�

，… ，
二�

。

��

以上标号是和谐标号
�

事实上
，

设 �。
� �以

�

��
��，��

， ‘
��

��������
，

�����
�
�

，

�� �
，
�

，… ，
����一 �

，
��

，

则 二���
。
���

，

����
。
� �� �

�

且 �
。
连续地取到从 �牛�到 �� 的整数

，

即 �。
� ��

一 �
，
� 山 �

， … ，
��� �

�
同理 ��� ���十 �

，
�� � �

， … ，
�� ��又 。 ‘

��
。 。 ，
�� 。 上，

故得 到 �二 � �
�

所有边 的和 谐值为 �
。
��

�

� �。
‘

图 �

����之功 一 �】

��
。 � ，
��一 ��

，
����

，

一
，
�。 �—�。

，
�

，… ，
���

�

并且显然各边

和谐值互不相同
，

各点标号也互不相同
，

所以 �是和谐标号
，
�二�

��

是和谐图
�

证毕�

图 �
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