
�卷
�年

第�期
��月

华 东 交 通 大 学 学 报

�����������
������� �����������

�������

���
�

����
�

�

�掩� ����

正则图的直径与平均距离

徐 保 根

�基础课部�

摘 要

本文主要研究 � 阶 � 正则连通图的直径与平均距离的关系
�

并给 出直径为�
，

围

长 ����
一

�的 � 阶 � 正则连通图的平均距禹的计算公式
。

关键词
�

正则图 �直径 �围长
�
平均距离

八 户 百
�
巴，

甘 � � 己

本文所指的图均为无向简单图
�

若 � 为 。 阶连通图
，
� 的平均距离记为 万���

，

定义为
�

。 ���一 、 一 又 己。
�。

，
二�
��

”

�
二二石 ， 又��

�一 〔 � ���

其中
�
�。 ���

，

���表示
� ，�

两点在 � 中的距离
。

对于一个图 �
，
� 的

�
次方幕记为�’ ，

定义为
����’ �二����

���
�

�� ��二 ��
�
� ， � 任����

，
�。 ��

， � �镇
��

其它未说明的符号和定义同于又 〔�〕
。

� 主要结论及其证明

引理� 若 � 为
�
阶连通图

，

且其直径为 ������
�

则图 � 的平均距离为
�

、、吸�‘，�，，�
凡�︼

万���二
‘ 一

事
“ �。 ，，
�

其中
�

����
，
��表示图 � ‘

的边数
。

本文于����年元月�� 日收 到
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证 令
� ����� 又 ‘ ��。

，二�

�一任 ���〕

则有 ��。 �一 ，����，� �

�
���宁��一

���，，�
、 �

�
，�‘�·，�一 ，� ‘夕 ���

十 … � ‘ ·

�
���宁��一 �二�侧一 、 ，

�
一 ‘ ����·，�一

�
，� ‘�，�� ���夕 〕�十 … � ���夕一���

一 艺 �斌�’� ��

即
� 。 �� 一 ���

叫一争
�。 洲

引理 �证毕
。

推论�
�

�

推论�
�

�

若 ‘一，图 � ” 直径为 �
，

则其平” 距“ ” ��，一 �
一���

一 ’

若 � 为 二
阶 � 正则图

，

且 。 宁
，

则 “ 的平均距离
�

泥，白
�一

尸‘一�︼

一
夕曰万���� �一

�

一 �

推论 �
�

� 若 � 二 �� 为一个圈
，

则 �的平均距离为
�

�些兰卫
” “ ，一 ” ‘�· ’ 一

…立
��九 一 �

推论�
�

�是显然的
�

在推论�
�

�中

， 为奇数

�
为偶数

证 由于
，
��

�一 �

�
故 � 的直径 ����镇�

。

即得知
。

对于推论�
�

� 由�一��
，

故 �‘
为�、度正则图 ����蕊�一 ��

。

其中 �一「要�为 � 的直径
�

‘ 乙 日

故有
�

�� ��
‘
� ���。

由于推论�
�

�和 �
�

�
，

��簇���一 ��
，
由引理�即得

�

证毕
。

下面我们只需要考虑����

旱
时的情况

�

‘

引理� 若 � 为 � 阶 � 正则连通图 ����� 则
�

���，� ‘口��� 拄�〔��一
�，‘ 一 �〕

�
��� 一 ��

��� �簇 � 一 ��

其中
� ���为 � 的直径

。

���在 ���式中
，

等号成立当且仅当 � 的围长 � ��������
�

证 ���对于任意一点 � 〔 ����

令
�

������ ��任������
。 ��

，�����

由归纳法不难证明
�

�������蕊���一 ��
’一 ’ 。

记
�
�

�
二��

‘
���表示

�
点在 ��

中的度数
，

则有
�
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尺
‘
二 艺 ，�，

�二 、 �成 艺��� 一 ��
，一 ’

由 二 点的任意性
�

����
‘
��

一 �〔�� 一 ��
‘
一 ‘�
�
�� 一 �，

一
。

虱“ �·，
�
�镇研 〔‘

一
‘，‘

一 ‘〕
�
��� 一 ‘，

��� 由上述正明可见
����式中等号成立当且仅当对任意

�任����
，

有
�

��
，
����� ��� 一 ��

，一 ‘ ��� �
，
�

，… ，
��

上式成立等价于
�
�����中任何一点仅与 �

，一 ，���中一个点邻接��� �
，
�

， ·

… ��
，

且当 ���时
，
�

份�中任意两点不邻接
。

这表明
�

点不在任何长度不超过五 的圈甲
。

由
�

点 人
，

任点性
，

上走等价

于 � 的围长 ����多��一 �
。

引理�证毕
。

定理� 若 � 为 � 阶 � 正则连通图 �����
，
���为 � 的直径

，

则
�
� 的平均距离

�

二
， 。 、

� ，� 一 �� ‘ �
，

�「�� 一 ��
‘ 一 �飞

丈夕�份 夕 吧多 兮代二�
，

一
丁�

�丫�一

�
丁丁 � 一

一

叮下二二����丁忿二犷兮一��一性罗于
弋八 一 �八� 一 �� �入 一 艺�

�

又� 一 �少

当且仅当

证

�������一�时上式等号成立
�

由引理�
�

万 �石�。 ���

习 ���口��蕊

��

�� 一 � 客〔‘� 一 ‘ ’
一 � ���

，��
�
�

�
一卫二一�
�� 一 ��

�� 一 ��
�
一 �

� 一 �

���式等号成立当且仅当对每个 �二 �
，
�

， “ ·

�一 �
，

均有 �������二 �
，

即等价于 �������一 �
。

由引理�及 ��� 式得
�

�
产卜

��
�

万����
‘ 一

习
“ ��’ ，，
�
���

、����，�
�

��几�夕

�
，

几
� 厂

尸
多 � 一 二二了�

一

�
， �

�
艺八 一 毛 七

�� 一 ��
‘
一 �

� 一 �

�
�

�� 一 �� 十 �

�� 一 ���� 一 ��

己 � 三里丝止卫兰二�二
〔

一
��

‘
�月 一 ��

等号仅当 �������一 �时成立
�

定理证毕
。

� 若干说明

���对于给定直径 �的 �
阶 � 正则连通图

�

定理�不仅给出了其平均距离的下界
，

而且
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赢
达到这一下界的图类特征 �满足 �

铆
�一，，�

从而 �， �式中取等号可作为这类图平均

距离计算式
�

更表明了
�
在直径为 �的 。 阶� 正则连通图中

，

围长 ����一�的图具有最小平

均距离
。

���对于直径为 �的 。 阶连通图 �
，

且△����� ，

则定理�中�
， �式仍然是成立的

�

且当且

仅当 � 为 � 正则图
，

且满足 ����妻��二 �时等号才成立
。
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