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关于非扩张映象

盛梅波

为不动点定理
’
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摘 要

本文给出 了定义在星形集止的单值 �集值� 柞扩张映家的几个不动点定理
。

关键词
�
������空间 � 非扩张映象

�
星形集 � 不动点

� 引言与预备知识

设 ��
，
��是一完备的度量空间

，
�� ���表示 � 的非空有界闭子集全体所组成的集合

，

� 表示 � 中由 �诱导的 ���������度量
。

本文中其它未说明的符号
、

概念均参见 〔�〕，

�幻
。

称映象 �
�
�分�是单值非扩张的

，

如果

� ���
，
���成� �

� ，
�� � � ， �任� ���

称映象 � � �峥�� ���是集值非扩张的
，

若

� ���
，
��� 《 � �� ，

�� � � ，
了任� ���

通常人们研究上述非扩张映象不动点是在 ������ 空间中的有界闭凸集上进行的 �见文

〔�一�〕�
，
是否能在另外一些集上讨论其不动点的存在性呢�本文就是探讨这一向题的

，

证明

了定义在星形集上单值
、

集值非扩张映象的几个不动点定理
。

设 �是线性距离空间
，
���

。

如果对任意的
。 任 〔�，

�〕 ，

都有
。 �〔 � ，

其中 。 �� �二

�� 任��
，
则称 � 是 �中星形集

�

下面的几个命题显然成立
。

命题 � � 是 � 中星形集当且仅当对任意的朴�� 及
。 任 〔�，

�〕 有 砍 。
任�

。

命题 � 设 � 是含 �元的凸集
，

则 � 是星形集
�

注 � 若对 �中凸集 �
，
�任�

，

则取定 �中一点 局
，

作 �� ��一 � 。
�����

，

于是 � 是含

�元的凸集
�

� 非扩张映象的不动点定理

引 理 � 设�是������空间�中的任意非空 子 集
，
�

�
�弓�����

，
久� 。 为 一常数

�

本文于 ����年 �月 � 日 收到

，
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则
�

� �决��
，
人���毛川 ���

，
��� �� ，

�任� ���

证 � �任��
，
� 二任丁�

，

记
� ，
�初

，
扩一肠

�

则
� ，
份入��

，
扩任认��且

��
� ，
一二 ‘

���� ��入
�一知 ���入��

�一二
��

所以对�二 〔 ��有
��� ���

� ‘
一����

。 ‘
任沃���成 ��

�尸

一 二 ‘
���乳��

�一 二
��

�〔 灯�

于是再对 二任��取下确界有

�吐 ��
，� ‘

一����
� �

任久����入�武 丈��
�一 二 ����

�任���

� 人� ��
，
����巧

�� �� ��
，
��� �

�任����扭 ���
，
���

由于
� ’

的任意性可知对
。 ’

取上确界有

��� ��吐 ���
� ，
一�����任沃���，。 ‘

任人����次 ���
，
���

即 �一
�入��

，
入���成班 ���

，

���
�

同理可证

�� �入��
，
沃����沃� ���

，
���

引理 � 设 �是������ 空间�中非空有界星形集
，
�

�
�分�� ���是连续的集值映象

，

取定序列 �凡�� ��
，
�� 使 礼弓���弓���

，
构造映象列 ��

，
�峥�� ���

，

其中��
��礼��

，

�任�，

则当 ��分� 时
，

有

� ��
�芙 。 ，

���书� ��升二� �咬�

证
，

由于 �是星形集
，

故引理中构造的 �
二

都是合理且是 �到 �� ��� 的映象
，

下证

��� 成立
�

对丫
� ‘
任���

， �
，

任��
，

则存在
� 任��� ，

使
� ，
一凡� ，

于是

��
� ‘
一二 ��� �凡

�一 。 ��成 �凡一 ����
�
�】� ���一 二 ��

�� ��一凡� 十 ��
�一 二

��

其中 ��
��� ���� ���

�任����二 ��有界性�

故 ������
� ，
一 �
����任���毛 ��

� �

一 二
��

成� �� 一凡� � 引
�一二 � � � ，

任���
。 ， 二任��

从而

��� ���
� ，
一 。 ，���任����� ��一凡� 十�����

， � 一 �
���

�任���

蕊� ��一凡� ‘ � ���
。 ，
��� � � ‘

弓�
���

再对
二 ‘

取上确界得

��� ���� ���
� ‘
一 。
�
�

�
�任�划 �

� ‘
任�

。
� 。

�簇� 交�一凡 ， ，� ���
。 ，

���

即 几 ��
二二 二 ，

���蕊� ��一凡� ‘ � ���
。 ，
��� ��

�

�

同理 �� ��
二
� � ，

���落� ��一 凡�十� ���
。 ，
��� ��

‘
�

又 � 是连续的 �故当
� 。

书
二
时

，

有 � ���二 ，
���神 。 ，

注意到 礼分 � ��分十二�
，

于是在

污
�

�
，
��

、
�式中让

。
分��

�

即有

� ��
�� 。 ，

�叉�份� ��分二� �

定理 � 设 �是 ����
��空�可� 中的非空紧星形集

，

映象 丁 �
�分�� ���是集值非扩张

的
，
贝公� 在 � 中存在不动点

�
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证 与引理 �中一样构适映象列 �
� �
�份�� ���

�

于是根据引理 �及 ���式知 �
�

是具

压缩常数 从 的集值压缩映象
�

又 �差距离空间 �的完备子空间
，

故由文 〔�〕 �二�定理 �
�

�
�

�

知存在点
�。
任�

，

使 � ‘

任�声
。 ，

又 �为紧集
，

故 【��

�有收敛子列
，

不妨记为 ��弓� 。
任�

�

易

知

� ��
。 ，
��

�

��� �二
� ，

� 。
� 二�

‘

�
�‘ ，

��
。
� ���

事实上

又 �

��
。
�

� ��
。 ，
��

。
������� �瓦

，
�� ��任��

。
�

簇� �勒
， � 。

� 十����� ��
。 ，

�� ��〔 �� 。
��

�� �勒
�
� 。

� 干� ��
��二 ，

��
。
�

是非扩张
，

故 �是连续的
�

当 从书丸
，

由引理 �知 ���式右端趋于零
�

这就表明 ���
。 ，

一 。 ，

即 � 。
任��。 ，

则 勒 是 � 在 � 中的不动点
，
�因为 �。

任�
，
��

。
任�� ���

二��
�

推论 �

，

从而 ��
。

�

设 �是 ��
����空间 �

常数 � ��� ��的 ��������� 映象
，

中非空紧星形集
，
�

�
�分�� ����是集值的具 ����。 ����

则存在 勒��
，

使 �勒����

证 令 �� �、 �� ���
�
� ��� 一

会
�� ，

� � 。 ��

由弓�理 �知 �是非扩张的
，

据定理 �

知 �在 � 中有不动点 勒
，

此 ‘ 即为所求
。

注 � 在定理 �中
，

若 �中紧凸集
，

定理仍然成立
。

事实上
，

若 �任�
，

显然
，

若 �百�
，

取

定 � 。
任�

，

作 ���一丸� ��一朴��任��
，

于是由注 �知 � 是含 �元的凸集
。

又作�’ �
�分��

���
，
�

‘
����� ��二� 。

�一� 。 ， �任�
。

由 �
，

也是非扩张的
，

从而 �
‘
在 � 中存在不动点

，

即

存在 �。
任�使 �。

任�
，
�。
一� ��

。
�勒� 一二。 。

令 与�二。
��

。 ，

则
�。
任�

，

且
�。
任��。 �

此结论推广了文 〔�〕 中结论
，

同时也将 〔�〕 中��，
定理 �

�

�
�

�从单值推广到集值
�

定 ，’� � �见 〔�〕 � 设 �是完备度量空间
，

映象 �峥�� ���称是集值半紧的
。

如果对于

� 中的仕一有界序列 丈�
。

�
，

若 ��� � ��
。 ，
��

�

� 二 。 ，

则有 ��
。

�存在强收敛子列
�

定理 � 设 �是������ 空间 � 中非空有界闭星形集
，
�

�
�分�� ���是集值半紧的非扩

张映象
，

则 � 在 � 中存在不动点
�

证 令 �
��一凡��

，
丫 ���

，

其中 凡� ��
，

�� 且 礼分���分���
� ’

仿定理 �的证明知 �
。

有不动点 � 。

任�
��� 。

从而存在 �
。
任��

。 ，

使 ‘ �凡�二 ，

则

� ��
� ，
��

�

�份� ��分��� ���

事实上

� ��
� ，
��

�

� ��������
。
一�����任��

�

�

�������礼�
。

一�
�

����任��
�

�

镇 �凡一�，���
。

����������一�，�������

�

毛 ��一从��十� ��
� ，
��

�

�

�� ��一 棍�分� ��分���

其中

�一��� ���
�
���

�任������

于是由 ��� 式及 � 的半紧性知 ��
。

�有强收敛子列
，

再用定理 �的证明方巷知 � 右 � 中
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存在不动点
。

注 � 由注 �知定理 �在 �为有界闭凸集时也成立
� 推广了文 〔�〕 中主要定理

�

定义 � 设 �是 ������空间
，
�仁�

，

映象 �
�
�弓��

，

若对任一弱收敛序列 ����
，

有

从
�

二奋二任� 及 �
�

任��
。 ，

�
�

分�
，

则 ����
，

称 � 是次闭映象
�

定理 � 设 �是 ������ 空间
，
�是 � 中弱紧凸子集

，

且 �
�
�今��� ���是非扩张的

，

�一�是次闭的 � 则 � 在 � 中存在不动点
。

证 不妨设 �任�
，

由命题 �知 �是星形集
，

又 �是 � 的弱紧凸子集
，
则 �是闭集 �见文

〔幻 �沼 ����
��

一

����� 定理�
，

从而 �是 � 的完备子空间
�

作��
��弋��

，
�任�

，

其中从任

�。
，

��
，

凡舟�
， �
分、

�

利用定理 �的方法知 �
。

在 �中有不动点 从任����
，

即存在 �
�

任���
，

使 �� � 、 �二 由于 �弱紧
，

�二
�

�必有弱收敛子序列
，
不妨记为 二二场

， 。 ���

又 ��一�一
�礼一 �� �

二 ，

令
�号 。 ，

则 礼分�
， �

一��分�
。

又 ��一�
�

任 ��一�� �。 ，

据卜� 的次闭性知 �

任 ��一�� � 。 ，

即 ��任���
。

口

注 � 此结论推广了文 〔�〕 的结论
。

定义 �， ，

设 �是 ��
����空间

，

若对 � 中任一满足 �� 止二
� �

任� 的序列 ��
�

���� ，

对一

切 了任�
，
�并� �

有

丝里 ����一� �

������ 吐��一�口

则称 � 潇是��
���条件的

�

推论 � 设 � 是满足 ����� 条件的 氏���� 空间
，
�是 � 是弱紧凸子集

，

映象

���非扩张
，

则 �在 � 中存在不动点
。

其中 � ��� 二 ����旧 是 �中紧子集�
�

据文 〔�〕 和定理 �直接可得
。

定理 � 设 �是 ��二
��空间

，
�是 � 中弱紧凸奥

，

映象 �� �分�是拟弱连续

� � �分�

���

一
�
��

��

证

一兰扣�二�的非扩张
，

则 � 在
。
中有不动点

�

不妨设 �任�
，

则 �是星形集
，

又 �是弱紧凸的
，

故 �是闭集
。

令 ���一礼��
， ��

�
，
凡呀 �。

，
��

�

且
�
分��

，
从分�

。

仿定理 �单值情形可得 �。
在 �中有不动点 ‘ ����� 二礼���

。

白 �的弱紧性
，

��
。

�有弱收敛子序列
，

不妨仍记为 ����
，
�� 止二�。

任�
，

于是由手的拟弱连

续性知 �二 �

�兰，�� 。 �

又 、 分�
，

故 、 �� 。

号��
。 ，

因而有 �� 止二��
。 ，

即勒三���
�

�弱极限的

准一性�
�
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