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大位移接触摩擦单元在工程设计中的应用

雷 晓 燕

�建筑工程 来�

摘 要

一种新的大位移接触摩捧单元未用点
一面接触方式

，

能够模拟大位移情况下 两物

体间的张开
、

闭合和摩擦滑动
�

单元的基本未知童包括 节点位移和接触应 力
�

单元

的几何和静力约束是作为补充方程包含在接触摩擦单元的刚度方程 中
�

基于增全形

式的有限元法
，

本文建立 了大位移接触 问题的等效单元刚度矩阵和荷载向童
�

使之

与常规的有限元一样
，
可 在单元水平上进行刚度和荷载的迭加

。

因而具有算法 简单

的优
�

点
。

关键词
�

大位移
�
接触摩擦

�
有限元

� 日�
口

合，尸 � 月 ‘ 二�

接触摩擦是工程中最常见和最重要的问题之一
。

许多研究人员致 力于这一领域的工作
。

早

期的研究集中在小位移问题方面
�

采用的是点
一
点接触模型

，

如节理单元
、

接触单元
�

罚函数

法和拉格朗 日法
「’ ‘ 」 。

点
一

点接触模型算法简单
，

但在应用上有局限性
，

不适宜大变形情况
。

近年来
�

随着计算机技术的发展
，

分析各种复杂大位移接触摩擦问题 已成为可能
。

目前
�

研究人员的重点是寻求有效算法
。

这方面早期的工作要数 �������‘ � 和 �������，�仁
‘ 。

自那以后
�

该领域的研究十分活跃
，

已有一系列的研究成果问世 ‘’ 一，一 。

由于在大位移接触问题中
�

点
一
点接

触模型不再适用
，

需要考虑接触运动
。

大位移问题中的接触条件是很复杂的
�

以致于出现了

各种各样的理论
。

目前的理论大多过于复杂
�

不便于实际应用
�

本文在文 〔�〕 的基础上
�

采

用点
一

面接触模型
�

提出了一种新的大位移接触摩擦单元
。

运 用这一模型求解问题时
�

首先使

接触界面上的单元网格点点对应
。

随着荷载的增加
�

变形越来越大
。

在这一过程中
�

点
一
点接

触变成了点
一面接触

�

单元必须采用更新的位形
。

接触摩擦单元定义于图 �
。

单元未知量包括节点位移和接触应力
。

单元的几何和静力约束

条件是作为补充方程包含在接触摩擦单元的刚度方程中
。

由此建二了大位移接触问题的等效

单元刚度矩阵和荷载向量
�

可以用常规的方法将接触摩擦单元的贡献迭加到 尝
、

体有限元方程

中
。

本文于 ����年 �一月 � 日收至��
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� 接触摩擦单元理论

在大位移问题中
，

物体的平衡方程必须建

立在当前的位形 中
。

为此
，

在数值计算时需要

采用增量算法
。

考察两物体 � 和 � 的接触
，
�

、
� 区域采

用普通有限元
，

接触界面采用接触元
。

接触初

始时
，

节点对应
。

整个问题的描述采用笛卡尔

坐标系 �
、
�

，

局部坐标系
，，， �

则用于描述接

触摩擦元
。

在接触摩擦分析中
，

随着外荷载的逐渐增

加
，

变形也越来越大
，

接触摩擦单元节点对由

初始时的点
一
点接触变成了点

一
面接触

，

如图 �

所示
。

这时
，

单元的 位形 �一 �一 �一 �一 �一 �

在更新的位形中
，

运用虚位移原理则有

图 � 接触摩擦单元

必须用新的位形 �一 �一 �一 �‘ 一 �
，一 『更新

。

、 ，·
�

，
一

�
�

�。 �·。 · 。

���

其中�为更新位形中整体坐标系下增量节点位移矢量
�，
� ��

� � ‘ �
�
� ，

厂为更新位形中整体坐标系下增量等效节点力矢量

�
‘
� ��

�
�

‘ �
�
� ，

遨为更新位形中局部坐标系下单元内增量相对位移

� 一 �乙� 乙���
，

里为更新位形 中局部坐标系下单元内的接触应力

乞 � 〔。 �
�
， 。

引入插值函数矩阵 �
，

节

点 �
、

�
、
�的位移可以近似用

节点 �
‘ 、

�
‘ 、

�
，
的位移表示成

�
，

引 日 � �’ 选

� �

� �
，� ‘ 、

斗 �
�� ’ �

� �
。 �一，� ，

图 �

�，� 一 �
，� ‘ �

� �
��

‘ �
� �

�刀 ‘ � �

���

或 卫
，
一 亘萝

� ，

全
，
一 旦

’
三

，

一—幸 叫卜
几

一—

—一
一
冬一一一一
� �

卢
、
一面接触 时的情形

���
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其中 � � 义

�了
’

�

�了
�

�
�

���

﹃卫��������入���

下
·

�一��

�

�
�

甲
�

比

由此可将 可 写成 全 � 竺 旦
，

其中 卫为前次位形中整体坐标系下增量节点位移矢量 �卫 为转换矩阵

���

�

﹁������

万
一 �

�一
︸一�������

一一一�

同样有 �’ � � �
，

其中 � 为前次位形中整体坐标系下增量等效节点力矢量
。

单元内任一点的相对位移可用节点相对位移表示为

� � �八
�。

其中 八 �
为更新位形中局部坐标系下增量节点相对位移矢量

。

单元内任一点的接触应力可用节点接触应力表示为

艺 一 � ‘ ，

其中 竺为更新位形中局部坐标系下节点接触应力矢量
。

局部坐标系中增量节点相对位移与整体坐标系中增量节点位移之间的关系为

乙 � � � �
‘ ，

其中 � 为坐标转换矩阵
，

���

���

����

����

飞�������

�
��一。一人�

︸

�一。一石
一。一�一�一

�� �

旦�一�运。
一旦

上式中

、 ‘
一 〔

���或

一 ���或

���族

���沪
‘

��� �
，
�

，
��

抓为更新位形中整体坐标轴 �

将 ���一 ���四式代入

�
一 ���

�叮

与局部坐标轴
，�
之间的夹角

�

��� 中
，
得到

二

�
，

����

其中

� �

积分是在当前位形中
。

工犷。
· 。

����

� 几何和静力约束条件

对二维间题
，

接触条件可分为三类
，

即固定
、

滑动和张开
。

对不同的接触状态
，

接触面

上的位移和应力应满足不同的平衡方程和连续条件
�

接触摩擦单元的几何和静力约束方程可统一表示成
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�仅 、

��
，
� 飞拭 �� �

����

其中 �为转换矩阵
，

丝为对角距阵
�

丝
’

为给定的节点相对位移或节点接触应力矢量
，

其值由

表 �确定
。

�
一 引 ”

�

旦 引 “ ”

二
’

旦 一 些主 旦 旦 左主 旦 ����

﹁�����

�
�

�

匕 � 旦 一 左� 旦 旦 二�

�门

�…
。

丝
�」

����

�︷凡一。︷限︷阳通﹁

一一�一

上两式中的子矩阵夕 和 叁
�

与节点对之间的接触状态有关
。

假设节点对 ��
，
�

，
�处于固定状态

，

��
，
�

，
�处于滑动状态

�

��
，
�
，
�处于 自由状态

，

这

时 ��� �
、

���� 两式中的子矩阵 夕 和 丝
，

具有如下形式

、 ，一 「��，，
� ，‘“ 护

‘

�
���叭」

����
匕一 ���叭

飞 。 �叭
�� ����

﹁

�
��二

�口

‘
价�

���
山��几

�

����

����

叫创们�侧阳
‘�

山阳
�����

田

一一一一

����

����

﹃��
�
�

习�
���

八
��

阅

一一尽

给定的节点相对位移和节点接触应力具有如下形式

区
’

� �。 ��’ �可 。 ��’ ��
�

�
�

�

�
� 。

����

其中
�

���’ ， 。 ��’ ，

�
� ，
�

，

与上一荷载步节点对所处的接触状态有关
，

其值由表 �确定
。

� 等效单元刚度
一
约束矩阵和荷载向量

上两节分别建立了节点接触应 力和节点荷载之间的关系 ���� 及约束方程 ����
。

将两式

合写在一起
�

则有
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竺
一 �

燮
一

、三
，
一

挤�
。

丝 」�互 恤
‘

�

了��

�
’
何

通过形成如下所示的刚度
一

约束矩阵获
。
招琦载矢量寿

，

度和荷载的组装
。

�旦 夕
’

梦芝
丝

。 � �

这种新单元可以在单元水平上进行刚

����

迢
�

卫 鑫

����

、
�
、‘少�一�一厂�之、�

一
�、

︸一介一

��� �
、
����两式分别被称为等效单元刚度

一

约束矩阵和荷载向量
，

可用标准的有限元集成规则

迭加到总刚度矩阵和
�

总
‘

荷载向量中
。

� 接触算法

接触摩擦间题需经多次迭代才能获得正确解
。

计算时
，

首先假设单元处于某种接触状态

�固定
、

滑动和张开�
，

按照假定的状态
，

分别计算等效单元刚度矩阵和荷载向量
。

解有限元

方程后
，

得到一组试验解
�

将试验解进行接触状态检查
，

看其是否与原假设状态相同
，

若相

同
，

说明原假设接触状态正确
，

相应的解即为正确解
，

计算结束
。

若不同
，

则选取试验解为

新的假设状态
，

并修改荷载向量
，

进行新的一轮迭代
�

直至收敛
�

现给出主要计算步骤
。

假设在荷载步 �
，

已进行了第 ��一 ��次迭代
·

相应的位移和应力

旦爪
�，

丝
，
已经求得

，
现考察第 �次迭代的情况

�

步骤 � 假设第 ��一 �� 次迭代时求得的接触状态为正确状态
，

按 ����式计算等效单元

刚度一约束矩阵
�

步骤 � 根据假设的接触状态
，

根据表 �按 ����式形成等效单元荷载向量
�

步骤 � 将等效单元刚度
一
约束矩阵和荷载向量分别迭加到总刚度矩阵和总荷载向量中

�

步骤 � 求解有限元方程
，

得到增量位移 旦和增量应力 竺�

步骤 � 计算总位移和总应力
。

梦 � 三爪
，
十 竺

砰 � 滩
，
十 。

步骤 � 按表 �对每一节点对选择新的接触状态
�

步骤 � 检查新的接触状态是否与原假设相同
，

若相同
，

判别计算是否收敛
，

若收敛
，

计

算结束
，

转新的荷载增量步
� 否则

�

转步骤 �
，

进行新的下一轮迭代
。

表 �给出了各个荷载步中每次迭代进行接触状态检查的判据
，

表 �为给定的约束荷载向

量
�

本文采用了最大拉应力和 �
���一�������剪切滑动准则

，

即
。 簇 �司

�
蕊 � 一 吐�沪 ����

其中 �为粘性系数
，

沪为内摩擦角
�
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表 � 接触状态判别表

迭 代 步 ��� 象 动 张 开

��
一

�� 。 � 〔。 〕
�
� �

�〕
。
� 「司

乙�，‘

�
�〕 ��

△澎十���

。 � 〔。 〕
�
� �

�〕
。
� 「。 〕

△� ‘

�
�〕 � �

�

。
� �司

�� 〔�〕

乙澎����

，三动开定
��，固滑张

表 � 给定的约束荷载向量
�

荷 载 步 ��� 固 定 滑 动

��一 �� 乙“ ’

��

乙�
�

一�

乙“ ’

��

乙�
“

一�

乙�
‘

� 一 ���
‘
�卜 ’

△“ �

一 �

�一 【�〕决一尹一 ’

乙“ �

一�

�� 〔�」‘ 一衬一 ’

公�
�

� 一 �乙“ ‘
�卜

’

�� 一犷
一 �

�� 一尹
一 �

�� 一犷
一 �

�� 一砂
一 卫

定动固滑

�� �

张 开 如一如
，

�刽
�一 ���

‘
�一 。

表中 〔。 」， 【�」分别为法线和切线方向的最大容许应力 � � 为物体间的初始裂缝
。

� 几个问题

�� �从整体坐标计算局部坐标 易

为了形成矩阵 旦
，

见式 ���
、

���
，

需要计算 〔，� 气可以利用接触面上的正交条件建立补

充方程而求得
。

如图 �所示
，

沿接触面上切线方向的单位矢量为

若一 �夕� ��
，

����

其中
�

�
。

一

�制
。 一 、

一一

�一跨�一人
一一

利用正交条件
�

或

其中

�壬
�
一 毛�

·

二一 。 ，

��
�
一 �，

��
，

十 �夕
‘
一 少，

�夕
，

� �
，

����

����

�，
一 艺�

‘
�‘，
��

‘ ， ，，一 万�
，

�‘，
�，

， 。

定义 ��句 � ��
，
一 �，

��
，

十 ��
� 一 �

，
��

， 。

����
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问题归结为寻找 之
，，

使

��右
，
�� �

，

利用 ������
法

，

可以建立计算

����

右
，
� 泞

，

乌
，
的迭代公式如下

��右
，一 ，
�

��厂��子�
。 ����

计算表明
，

上述算法一般只需经 �一�次迭代即可收敛
。

�
�

� 普通单元大位移情况下的有限元方程

当接触元考虑大变形情况时
，

与之相连的

普通单元也必须考虑几何非线性效应
。

几何非

线性问题的有限元解法在许多文献中都有介

绍
，

参见 〔��〕
。

现简要给出迭代过程中的主要

计算步骤
。

假设在荷载步 �
，
已进行了第 ��一�� 次

迭代
，

现考察第 �次迭代的情况
�

��� 计算残余力 虫
一 �

���� 凡

二�，����姗

�

��

。
一

� 一

�
�

�
�

才一�“
·

其中广为荷载步 �时的总荷载
，

旦为考虑几何

非线性效应的应变位移矩阵����
，

弓
一 ，
为上一

迭代步中得到的 ����
�一��������应力

，

积分是

在前次位形中进行的
。

���求解增量位移 △ 色一 ，

全
‘
乙 色

一 ，
一 必

一 ， ·

其中 �
“

为考虑几何非线性效应的刚度矩阵
。

��� 计算总位移总应力

犷 一 乡
，
� 绝卜 ，，

时 一 昨
，
� 。 氏一 ， 。

图 � 接触摩才察单元 的正交 条件

� 算 例

现考察两悬臂梁的接触情况
，

如图 �所示
。

两悬臂梁互相重叠
，

每个悬臂用 �� 个三角形六

节点单元划分网格
。

接触面布置 �� 个接触元
。

梁的一端作用有 尸 一 �。 。 ��� 的集中力
。

材料系

数取为 � � �� 又 �������
， ，� � �

�

��
，

声� �
，
� � �������

， ， 〔。 〕 � ��������
� 。

计算结果表示在图 �和图 �中
，

其中图 �为网格变形图
，

图 �为悬臂梁底层的竖向位移
，

图中曲线 �为本文数值解
，

曲线 �为小位移接触摩擦分析结果 ��〕 。

从中可见
，

小位移分析结果

略小于大位移的计算
。

当两悬臂梁之间不存在张开和滑动现象时
，

即始终保持固定状态
，

本

文的计算与几何非线性有限元分析的结果是完全一致的
。
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只

习��
���弃开多… 二夕…之二

����
尸

图 � 受集中力作用的双层恶嘴梁

尹尹��� 尹���
������
了弓一下

��� ����
����

沪沪

洲厂
‘‘

一二尸，，，

之夔扮士士少少少
七二一咧长一，，，，尸尸尸一�一 ，� ，
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