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摘 要

本文讨论 了图 �
�。

��
户、

�… ��，�
的优美性

。

主要证明 了
�

如果 ��’� ���
，
�
�

·

一
�一 、 ��， 则 �

户。

��
户，

�一 ��
户。
不是优美图

。

本文还讨论 了图 � �”
， 犷 ， ，� 的优

美性
。

关键词
�

图
�
完全图

�
优美图

� 引言和主要结果

本文用 〔�〕中的记号和术语
。

对于完全图 �户

及 ��
， ，
已知 ���或 �� �时不是优美图

〔�，。

文 〔�〕 中提出求最小正整数 � ��
，
�

，

使得 �
，
的顶点的标号镇� ��

，
�时

，
�

，
的边的标号各

不相同
。

例如
�

� ��
�
� � �

，

给 �
�

的顶点标号为 饵 �
，
�

，
�

，

�
，

则边的标号为 �
，
�

，
�

，

�
，
�

，
�

，

�
，
�，

��
，
��

。

� ��
，
�的求值是很困难的

。

现 已知的有
�

� ��
�
�� �

，

� ��
‘
��

�
，

� ��
�
� 一 ��

�

� ��
。
� � ��

，

� ��
�

� � ��
，

� ��
。
� � ��

，

� ��
，
� � ��

，

� ��
��
� � ��

，

�

��，�
� 一 ��

。

其它 已知的有
仁‘ 〕 。

� ��
，�
�镇��

，

� ��
，�
�簇 ���

，

� ��
，��簇���

，

� ��
���毛���

。

本文主要证明了下列定理
。

定理 � 设
。
��� �

�
��十�

�十 �

�
， �

� �
��十 万下�

一

十丁� 一下
，

� 乙 仕 �

��
，
��

。
���

。

如果 �是完全平方数
，

则当 �� 了下
�

时
，

其中 � 是正整数且 �成���
，

则 �

仑
���取最大值

。

加果厂��� ��

一 ��
’ ，

则当 �一万或 万二 �时
， 己

���取最大值
。

由定理 �
，

当 �镇��时
，

� ��
�
�下界为

�

� ��
��
����

，

� ��
��
����

，

� ��
�‘
�����

，

� ��
��
��一��

，

� ��
�。
�����

，

� ��
��
�����

，

� ��
�。
�����

，

� ��
�，
�����

，

� ��
�。
��

���
。

定理 �可用下述方式来叙述
。

定理 �� 设 �
，
是 � 的子图

。

若 � 是优美图
，

则 � 的边数 � �� � �� ��
，
� �

‘ ���
。

定理 �提供了 �
，
����� 不是优美图的又一证明

。

只要 � ��
，
� � 、 ��

户
� �� ��一

本文于 ����年 �月 � 日收到
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�

图 �
�。
��

�，
口… ���

��
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。 翻丫 曰 协 ，二 偏 � 。 。 ， ， 。 、 �

��
，
一 ��十 �、 � ��一 ��

，

�
尸 、

�，
，

二
�� ��

，

�
，
就不是优美图

。

取 �一 �
�

则
尸 ��� 二竺一

目

奇乙二�仁上号止
岌 �����

。

定理 �可‘
一

’

一
尸 “�

‘

�
�� � 、

�
“ 一

户 一 一
、 ‘ 一

’

一
’

�
一

�
、

厂一 一 ‘ “

��
一 “

用来判断某些具有较大完全子图的图的优美性
，

例如图 �，
�，谈 � ，

只要有某个 � �簇����
，

使
尸
����� ��

户� ��
，

则 �
户

���
�，

不是优美图
�

而当 ���
， ���时

， 它

��� 总是 比 �

��
，�大

， ‘
���一 � ��

，
�当 � 固定时从某个 �

。

起是 �的增加函数
。

对于 �户���
� ，

由于包

含 �
，
的优美图至少有 � ��

，
�一 �� 条边

，

因此 �蕊�时才可能是优美图
。

易知 �
，。
��

，，

�…

��
户� ，

若是优美图
·

则 ��� ��
。 ，
�

， ，

… �
�

���
。

因此只有 �� �
，
�

，
�时才可能是优美

的
。

图 �给出了这三个图的优美标号
。

� � �
�� � �� ��

�������心

����
�口�

� � �

��

含
�

���
一

��，

�卜����
��劝

� ��

�� 喇

� ��

����
一��，

���

一
��心

� ��

�
�

���
�

�，
���

�

圈 � 三个优美图

定理 � 设 �二�
，。

��
�、

�… ���。 ，

����
，
��

�

�…�如���

设 � 。 ， ��，

一
�

。

是固定的
�� �个正整数

，
��镇丸�� ��’ 一 �

�

�
，

是

�
。
���

�
�

�� ��簇
， �

，

�
�

毛� ���
� �

。

�
。

�

·

… ��
， � �� 。 ， �， ， ·

…

女「子
生‘丑二卫�，

门
� ，‘���

忆丫� 乙

��
‘

一 ����
‘
一 ��

�
��

��
� �

。 �
�� … � ��

� �

��二 一 ��一 �
十 �‘

�
��� ，�

的最小值 �当 丸、 ， 乙�
。 … ，

��，。 一 ，�
取 ���

‘

一 �� 个互不相同的正整数时�
。

设 �一公�
�

�

� �

二
�

�万 �一
�

� � �

又， ，

�才十�
�

， 人一 ‘ 二 九
‘ ，
价一 � 一一石�一 一�

�
� � 、 乙

。

这里
�

〔�〕
，一 �

设 侣�价
一 ， ，

若 � 是优美图
，

�
‘

是 �户
�

的线的最大标号

表示 二 的整数部分
， 。镇�镇� 山 �

。

则

�� ‘
仪办

��
，

一
��

。 ，

��
�

… ，了
，

�
，

其中 万 可用 抓�� 一 ‘
来代替

。

定理 � 设 �一�
户。

��
户，

�… �� ，。 ，

若 �
。
多�

，
��

�

�…�����
，

则 � 不是优美图
。

� 定理的证明

为叙述简便
，

我们将点的标号与点等同看待
�

将线的标号与线等同看待
，

例如最大线

�边 � 表示标号最大的线
。

引理 � 设 � 是固定的正整数
， � ���是关于 �， ， ��

， … ，

扣
� ，。 〕

的函数
。
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��� 一 ��
， 、 �

�� 一 ���� 一 ��
， �

一
，二��一一 ��� 十

�

���一

—
叹�� 洲卜 名‘ 少 洲卜

� ’ � �什 又���� 一 ��
一 州卜 ‘ ��二 一 ��夕

乙 乙

的最小值
，

则当 �‘ 取 � ��一 �� 个互不相同的正整数时有

�
�气�少 �

�

二
�

� 气�
�

十
‘

�少
一

气� 一 �少 。

�

证明 这个函数的最小值是

��� 一 ��
， � ， ‘ 、 �

�� 一 ���� 一 ��
， �

一一�花犷一一一一 气� 寸
目

乙少
�

针

—
一

一二一
‘

一一一�
一

气� 寸
‘

�少
�

十
乙 乙

… 十 ��� 一 �十 �� 一 ��
，

易知此式的值为粤
二 ��� ��

，
��一 ��

�

�

引理 � 设 � 是固定的正整数
， ‘ ���是关于 ��， ， ‘ �， … ，

���。 一 ��

的函数

��� 一 ��今
�

�

…
、

�� 一 ���� 一 ��小
， �

一一一一下尸

一
� 八�‘一十 艺‘，夕 十

�

—�
二尸�一一�

� 尸 八石�� 州卜 勺 少 节卜
� “ �

乙 仁扩
� 一

乙 仁片

� 艺�，
‘ �

��二 一 �卜 �
� “

·
�‘一

，，’

的最小值 �当 ���
，

取 �� ��一 �� 个互不相同的正整数时�
。

则

。 ��二�一

告
��工 一 ��二�工 十 ����工 � ��

证明 设 � 为自然数集合
。

�
，
是最小的 �� 个 自然数之和且 �

，
也表示这 �。 个数的集

合
，

�
�

是 �一�
，
中最小的 �，‘

个数之和且 �
�

也表示这 加
�

个数的集合
，

�
，
是 �一 ��

�

�

�
�
� 中的最小的 �� 个数之和与集合

，

依此类推定义 �
， ，

则所求最小值为

��� 一 ��
、 ， �

�� 一 ���� 一 ��
、 ，

�

一一一二万

一
�� �

十

—
八

�

十 … 十 丈� 二 一 �

乙 乙

易知此值为

告
��� 一 ‘，� ‘� 十 ‘，��艾 � ‘ ’ ·

定理 �的证明
。

记 ��� ��
，
�

，

设 �
，
的顶点的标号为 �工

，
��

， … ，
�户

，

并设 �
�

�几�…�
�
。
一�

。

这种标号使得任意两边的标号不同
。

令 �
�
一�

�
一�

� ，
�
�
��

�
一�

�， … ，
�，一 �

一心一�
户 ‘ �

我

们称 � ��� �
，
�

， ·

… �
一

�� 为 �级线
。

令 叭
，
�一 ，
��

‘

���， 一 �
��

一

二 �一�
� ，

并称 试一
�

为 �级线
�
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令 �
‘ � �十 ，
一

�
一�

‘
�试， �

十�一
�
一乙�

�
一�

，

并称为 �级线
，

依此类推
。

显然任意一条线 �的标号�

是若干条下标紧相连的一级线之和
。

易知 �
，
有 �一 �条 �级线

，
�一 �条 �级线

， … ，
�一� 条

� 级线
，

这些条数之和就是 �
，
的线的数 目 � ��

户�
�

设 �一 �一 。 ������
，

则 �试
�

表示 �，
斗�

� ，

等等�

�
，
� ��

十 … � �，一 ，
簇 �

，
���

试
�
十 �

��

十 … � �户
一 �

，，一 ，
簇 �

，

��
�

��

姚
�

十 成
。
� … � �户

一 �

一
�

蕊 �一 �
，
一 �，一 ，，

��
�

��

���，
� �

��。
� … � �户

一 �
，
户一 �

�，一 �

簇 �
，

��
�

��

姚
��

山 矶
��
十 … � �户

一 �，� 一 �
�

户一 �

镇 � 一 �� 一 �户
一 ，
一 �户

一 �，

��
�

��

���，
� �

��。
� … � �户

一 �
�，一 ��，一 �

簇 � 一 �，
一 �� 一 �户

一 ， ，
��

�

��

一般地
， � �、 ��� 级线共有 二 组

。
二 级线的第 ，组用 ��

，

�� 表示
，

第 ，组共有
�宁�

条

线
，

这些线之和
二 �二

，

�� 毛�
，

所有 二 级线之和 风一艺
� �二

， ，�
。

由以上所列 �个式子知
�二 �

月
�

镇�
，

月
�

镇��一�
，
一�，一 � ，

夕
�

镇��一� ��
，
��

户一 ，
� 一 ��

�
��

，一 �
�

。

一般地
，

无论 �一 �为

何值
，

只要 �镇���
，

就有

夕
‘

镇 �� 一 ��一 ����
工

十 �，一 �
�一 ��一 ����

�
� �， �

�一
· ·

一 ��卜
，
� �户

一
卜 工
�

，

今
。 �

小
， � ， 、

�
，
� � � 二

、 ， ， ��� 一 ��
� ，

尸 ，尸
‘
十 �

，�气� 十 � ，�少 尧尧 又一一下丁一� 十 �刀�� 一
一

—下干一一一 又“ �
十 � 户 口

不二万 二二万 乙 ‘

�� 一 ���� 一 ��
， ，

——
又� ，

‘

十 � 。 一 �少 一
�
二

’

一 气� ，

乙
� �，一 二一 ，

�
，

�� �

厂 少

万汉�万
二 �二� �

， ��是 、 一� �二 ， ，� � � 、
�斗

一

�
� � ，
丫

， 「�一 ，
�、 、 二 �、 厂， ， ， 一

、 。 �
一 工�� 一 一丁

一工下胃 �于几丁
’ �，、 “ ” 日“ 一二

里狱心刊
’
匕

��� ��… ��一
����

�
由引理 �

，

从 �， �式得

矿 � � �
，
� � �

—
芝、 吸

—艺 �
’

艺

�
� 十 ��似 一 下 了 又� 十 ��

‘
又� 一 ��

�

取 �一 � �即不取 �� �级线�
，

化
�

简后得

了 十 �

�
一 �� 十 不凡了

“

一
上乙

� �
， ，

一
� 一二 毛

、
�坡

�
� ���

户
�

。

�
���

��二�一
�
�� � �

易证关于
。
���的最大值的结论

。

定理 �的证明

就行 厂
。

特别 �芳
�

定理 �证明中关于 �
，
的那些结论对于 �

户

是成

在这里为 �鱿 为 �
，
的最大线 �

证毕
。

饭的
，

只要再添一个下标
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艺月
， �‘
� 艺

�

��
，

一
，�� � 州卜 � ‘

� �
�

��一业于卫
�试一 十 试一 ‘

一�

�� 一 ����
，

一 ��
，

一—一一下万一一一
�

— 又�二 �

十 己
， � 。 一

刃 一
‘ · ·

一 ��
� �

�
�

十 �二 ， 一 二

�� 少
。

乙

�
�

十 �
�

，二

记 卯一 一下于
�

�
‘

��
， ，

则
‘

艺�万风
‘
十 艺

���
‘二 � �

」《 习，从 一 “ ��。 ，�� ，…，�� ’ 。

，一 � 盆岔 �

人 �

， ，
�

，

� �
，

又
，
厂�一

��
，

又
， ，

�已 � ‘
一�

�

�
‘

一 � �万一�
，

十 ‘ �“ �二尸下下 �
， �一 ‘ 曰 � “

白 ，� � ‘ 孟 �

一
� 日 ‘ � �

上式左边是 �个不同的正整数之和
，

因此有

��� 十 � �
合

， ，

—万一 簇 尸
，
界�玖�一 �气�。 ，��，

乙 仁百

。 。 � ，�
�

由于 鱿毛����且 �
‘

��一 �
·

镇艺� �、 ��� 一 ��
，

， ��是
���个互不相同的正整数

，

又 �� 。 十 � ，

因此
菩

。 、

��
一 �

�

子
、 �

、

一
万一 气 户

，
侣弋�又行�一 �� 一 �仁� 。 ，� � ， ’ “ ，�

。

乙 仁下
证毕

定理 �的证明 设 �一 甲 ���
，

设 � 是优美图
，

由定理 �
，

有

尸 十 � �
今

�

—石
�

一
乏岌 尸

，
界砚

‘ 二下

或 “ �� 十 �� 簇 艺�。
·

艺 ��子一 丸��� 赞 长

下面我们证明 �
，
��时

，
�� ， �式不成立

。

情形 �� 设 �
，

一 ��
，

� �
。

取 �
�

一 �
，
�、
��

‘

���
�

十�� 一
�

，

十 �
�

，

��一告
‘��，��� ‘

��’ ，

�
�

� �
� 、

�
� ， � � � 、

�
匕尹一 勺 气�一石一� 十 月 一万 比不 十 匕�

�， ��少，

万 吸户�一�
‘�

乙 ‘ �

�
， � ， � �

…
� 、

一 二 又，��十 乙��
， 叫

十 �乙�
。

匕

�
‘

一 �� 一
冬�

�二一 ��� 。 ，

‘
��

‘

� ���
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�

图 �
�。
��

，
日… 口� �

�‘
的优美性 ��

�
�

一 各�对 一 ，�

�一 兴
��二

刁 ��

一 ��
‘

十 �� � �

情形 �� 设 �
‘
二 ��

�

� �
。

取 �
�

二 �沪 一 �
‘

���
，

十 �� 一
�

�

十
�

�

� ��
�

， ，

一二厂 �匕�丁一 日�
�

乙

�
， � ， � � � ‘ � 、

�
， � 、

�
， ， ， ， 。 ，

十 �乙�， 勺价 一 下 比�二十 匕�
，

十 乙�少，

丁 、�万一 �口 一 下叨若 十 “ �
�

十 乙�八
‘ 口 �

�
， � 。 、

� 。 、 ， ， 、

�
，

一 匀只 �
�

万 ���
，

一 引 乡二 � ，气�
。 ‘ ‘ ��少

‘

�
， � ， � 、

�
， ， ， 。 。 。 、

�
。

九
‘

一 下 又�丁一 产 少 二 下认曰�不一 吕截 十 ‘ �少 ‘ ‘ � 。

� � �

情形 �� 设 �
‘
� ��

‘
��

�

取 二 ��
‘
���

‘
��� 一

�
�

十�
�

，

十 ��
�

万 戈。 �丁十 五工二十

�一�
一一

�
�石，， 勺尹一 兀于

‘

�
�勺�下

，

十 勺�‘寸
‘

乃��， 二二

办
��

�

�
，
�

，

子一�
‘
� ���子����

�

����
。

�
‘
一 �价 二 一 ���妻 �

，
��

�

� ���
﹃�

�一�

�
， 。 � 、

�
， � ，

…
� � 、

�
，

� ‘
一 下 气犷 一 �少 � 不下以��一 ���

�

十 ��少护 �
。

口 ��

情形 �� 设 �一 �
。

取 �
，

一�
， �

，

一 。 ，

�
，

� ‘
一 匕供 一 �边

‘
一 � 火�言一 �

，
�一 �

·

�
。

口

因此
，

当 �
�

��时

、 一 艺�
，

� 乙��
， ‘ � 万��卜 �

‘

���
，

��几 ‘ ��� 艺 ��
·

万��了一 �
�

���
。

证毕

� 若干推论

�，
�

���
， 、 一 ，

厂�
二 �

��
，一 �十 ��

、

月匕�主 任 ‘又 �� 、� 少 一�� 、 不 下二 一 �� ，，

—不下
一

—一 ， ，尸
� �� 沈 � ‘

�

�丰了

��一 ��
司一

—
、

少
�

’

一

整数
。

若 ��
，
是 � 的子图且 � 是优美图

，

则 � 的边数 � ����
��

���
。

当 �

�簇�，���为正

是完全平方数



�� 华 ，�� 交 通 大 学 学 报 ����年

时
， �一 了万时

��

���取最大值
。

当万��� �万斗 ��
，
时

， �一万或 万十 �时
召，
���取最大

值
。

证明 在定理 �中
，

取 � 。
� � �

�
·

一
�

，

� �一
】
� � ，

�。
一 �

�

二
· ·

一 �
。

一��
，
一 。 。

则 �一�

���一
�� �

�
��

。

由引理 ����。 �

�， ， ·

… �一
�
� 一 �，

�� 、 ，

尸 二 � 一 尹 十 �
书

� ‘
�

�一下万�� 乏眨 一一
�

下�一一 夕
，
��� 一 下二沉 气� 一 ��� 气� 十 �少气�� 十 �少

。

乙 乙 �瑞 �

价 一 � � 一 �

设 材
、
一，�户一，�� 。

万� 一万，，，一艺，�， ，

万，‘，簇。 � �、 一 ��
用 一 �

��
二 � �。 一�十 ��

，

艺�
�

� 。 二

�十… 十�一 �
。

因此
，

艺鱿镇�
。 一� ��一 ��

，

这里 。 一 、 ���
。

将万�� 代入上式化简后得

�� ���
� �

，

厂� 、 � �

��
� 一 � � ��

、

一 万名 、 犷一下�，二 一 �孟 ，尸 一一一一一丁万，一一
一一 夕 门尸

� 州尸 泣 � ‘

�里 �

�
，
�� 一 ���

�

—
，尸 —，万一—

，

之尧 甘 �

州， � �

易证关于

系 �

证明

�� ���最大值的结论
。

证毕

若 ���
，

则 ��
，
不是优美图

。

取 �一�
，

则

�
， ， � 。 � ， ， � � 、 � 。

�

� 、

�， �乙�� 下
一

匕又��
�

一 �乙� 一 �吕少� 十 乙� 一 ��
。

�

当 ���时
， �，

����� ���
户�

，
��

，
不是优美图

。

对 ��
� ，

取诸 � 为 �
，

�为 �
，

则 �� ��
。

若 ��
�

优美
，

则

业共上鲤 、 �

岁、 、 ���、 一 ��� 一 ���
，

‘ 二二下

化简后得 �

定理 �

证明

�。 ���。��粤
。

但 �二
，
只有 �。� 条边

，

因此
，
�二

、
非优美

。

‘

设 ���
户。

��
户，

�…

由定理 �
，

若 �优美
，

��
，。 ，

����
。

若 户
。
�����

，

则 � 非优美
。

则

尸 � � �

扒
一

、

一一下一
�

岌 夕
，
界�又肠 �

，

‘ 花下

“ � � “ 、
客

��
·

客含
��罗一 丸
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�

图 �
「。
口�

。
日… 日���

的优美性

当 ��

当 �
、 二

�

时
，

。 、 。
��一产

� 一 � 旦� 乙 ， 一一二一��

�

�或 。
�

�
�

�

�
�

时无相应的 �
。

和 尹
�

可看作 �� �
·

尹� �
。

�
�

� �时
�

取 姜 �一 。 � �
，

一 �时
�

取 �
‘

一 �
，

�

时有 �
‘

一 �卯� 一 �
，
� ��于一� � ��� 一 �

�

�
。

对那些簇�的 �
，

�
�

� �时

有艺

，
二一�� �

�

� �
。

此

��
‘

一 ���� 一 ��
，

万 �� 一 ��卜�
，

����妻 一 �� �。 。

情形 �� 设 �
。
一 ��

。
� ���

�、 一 �
。

取 �。
一 。 ，

�
。
�� 。

��� 。
十��

端十�。
�端， ��

� �
�外

�式� ���

�

�
。 、

�
� � ， � � � � 、 ，

� � � �
，

�
。

下 又�石一�
。 少 二 石 又�匕�石一 ���。 ， ��夕

。
� 。
一 勺外一 �� 。

笋乙�
。

机一
一

扩 ��石一�
。 户 �

口 � 口 口

缸���一 ��� 。
一 �。 �

。

��
。

、 斑冷
势、

·

���
，

当 � 。

、 时
，

命箭、 一��� 砖
�。

、
·

��
。

情形 �� 设 �
。
一 ��

。
� �、 ��一 �

。

取 ，。
一 。 ，

贝。�。
一 ��一 ��

。 、 �从
·

�
。 一

音
���一�

。 ，�

� � 。 � � � 、
� ��

。

十 ��
� � �

而 曰�右一 ��� 。
一 吕�� 多

�
一互一多 �

·

艺�
。
仁� 。
多丫�

�， ，， � 、 、 。 �
，

� � �
�

�

�
�

� ，
� ， � � � � � ，

�

俏水 �少 议 �
。
一 乙� 。

十 匕笋乙�十 �
。

取 �。
一 �

，

州 �。
一 勺外一 匕工 。

笋艺�
， 人 。

一下 又�石一�
。 少

口

�
� ， � � � � �

、

� ��
。
� ��

� � � � 、

�又 又丫�言一 ��� 。
一 ��之� 多一 下

��多 �
�

��
。
又�

。

多匕�
�� 勺

�� ，， � 、 、 。 �
� 。 、 ， � � � � 二

�
�

� 。
�
� �

� 。 � 。 、

�
�育水 �少 议 �

。
� �� 。

十 匕护乙�十 �
。
� 。
一 �盯

，

取 �。 一 击 则 � 。
一 匕外 一 乙�声 乙斑

， � 。
一 下

口

��忍一�
。
�

巧
�

���
�

， �

�
， ， ， 。 �

� �
二

。 … � � �� ， ，

�
一 ��笋 �

�

乙�� �乙
。
�。
� �盯

，

取 �。
一 � ， 只叨八。

一 勺外一 ��笋乙�
， 入 。

一万 ��石一�口 �
口

��

因此
， 、 一万����万�。 ， 、�万 喜�厂一，‘

�
，
几，
���艺 �。 、 ���

。

扭� � ‘ 竺 � ‘ 二 � � ‘ � �

� 不是优美图
。

类似地可证定理 �
。

定理 � 设 �一�
，。

��
�，

�一 ��
，� ，

�簇�
。

若 �����
，

则 �

对于 �户

��
� ，

文 〔�〕 证明了只有当 ��
， �� � ��

·

��和

非优美
。

��
�

�� 时才是优美图
。

�
�

��
�

的优美标号是 ��
，
�

，
�

，
��� 丈�

，
��� �

�

��
�

的优美标号是 ��
，

��
，
��

。

对于 �
户

��
�

��
， ，

图 �给出 �个优美图
。

，
�

，
�

�

����

� 图 � ��
， ，， ，

��的优美性

图 � �

��
，
��

，
��

��
， � ， ，� �

一些结果
。

，，， �
�

��是有一个公共 �
�

的 � 个 �
。

组成的图
。

由文 〔�〕 知 ��
，

�� 一 ��
，

或 以
，

�� 时
，

� ��
�

� �

� �是优美图
。

文 〔�〕 中指出
，

当
，�
比

�

充分大时 �

不是优美图
�

当
，，
与

�
之差较小时

�

利用定理 �
，

可得 � ��
， � ，

��的优美性的

定理 � 设 �一� �，�
�

证明 设 � 是优美图
。

，�一 �
� ���

。

若
，�
�
��月� 一

��厂卞 ��

�

，

则 � 非优美
。

由于 �
，

是 ‘ 的子图
，

由定理 ��
，
� ����

。
���

。

取 �� �
，

得
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��

含
�卜�����心

��

含
�△ △·△
� �� � �

�
�

��
�

日�
�

��

���
�

��

划从 肯

��甲�八 思
��

��
�

��
�

图 � 三个优美图
� �
� 一 尸 ，� �

� ， ，
� 了闷

， 、
�

�‘ ，‘ � ， ， 、 � � 、 �

“ �甲 、 。 夕 一一下一甲
、从一 � ， �� 、 刀 一 � 少 宁 一下了一 �一

白

“
日

� �
一

护王

�
份 ，��刀

��一�
率

。���
�
一 ��几 �

�一�
一一

� ���

�一�
�

�，�一 ��一 �、
尸�

�

�

� ��� 一� ���

刀 �一 ��

、
�� 一 任 土刀 尹 一一丁

�

一爪�刀，阴
“

时
� 。 ����� ���

，
� 非优美

。

��
���一 ��朋

十 ��
�一 ��� �

� �
兰 凡

绮万 ���服 一 ���十���

可由�一��定理 �是取 �� �来计算的
。

一般地
，

当取 �� 〔 丫石，�可得较好结果
，

但算式太复杂
。

用定理 �先得一个初步的
�
值

，

再调整 � 值来获得较好的结果
。

例如对 � ��
， 。 一 �

，

��
，

定理 �得
�
��� 时非优美

。

我们希望
�
值再小一些时也是非优美的

，

取 �一 �
， �

��� �

���
，
一 ��。 � ���

。

当
�
���时

。 ����� ���
。

因此
，
�一�时 刀 ��

� ， 一 �
�

��非优美
。

但由

� ��
，。
� � ��

，

即包含 �
，。
的图若是优美的

�
它至少有 ��条边

，

而 � ���
，
�

，
��只有 ��条

边
，

因此 � ���
，
�

，
�� 非优美

， �
���时 � ��

， ， 一 �
，
�� 非优美

。

作者感谢徐保根和刘二根在本文完成过程中给予的帮助
。
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