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图与补图的线荫度

徐保根
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摘 要

设 二 ���表示 图 � 的线荫度
，

本文证明 了
�

对任意 �阶单图 � �����
，

均有

，
�

、 、 � ，。 、 � � ，
万

、

�
，， 。 、 � 。 、 �。 、

丫不丁�
�

二七 二气。 � ，尸 二、� � 众尧 、 、 口� ，广 净 ��� �
乙 一 一

其中 ���表示不 小 于 � 的最小整数
�

关键词
�

图 � 补图
�
线荫度

� 日� 侣旨
，� � � ‘二�

本文所指的图均为无向单图
。

� ���和 � ���分别表示图 � 的顶点集和边集 �若 �
�

和

��

为两个无公共点的图
，

用 �
�

��
�

表示图 云
，
�石

�

的补图
。

若 �是 � ���的一个子集
，

则

� 〔�〕 表示点集 �在 � 中的导出子图
。

在本文中
，
二 ���表示图 � 的线荫度

，

其定义为
�

将 � 分解为线不相交的生成林时生成

林的最少数 目 �参见 ��〕�
。

对于图与补图的点荫度 已有文章研究过
，

如文献 【幻 和 〔�〕
。

本

文仅考虑图与补图的线荫度关系
，

得到了其和的较理想的界限
。

本文中未说明的符号
，

术语

均同于 〔�」。

� 定理和引理的叙述

定理 对于任意一个 �阶图 �
，

�����均有

�� ��
� �。 、 � � �

万
、

� ��� � ��
、 二万 �

，

之之 � 、 、 少 � 一尸 � 、 �了 � 众赴 、 一� �
不 一— �

�乙 � 一 一 � 己 �

为了证明定理方便
，

下面列出 ��」中的有关结论
。

本文于 ����年 �月 �� 日收到
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引理 � 令 � 为一个非平凡的 ��
，

妙 图
，

又令 �
二

是 � 的任何一个有
，
个点的子图中线

的最多数 目
。

则

����一 ��、

�，五下�
一 一 、刀 一 � �

‘ ’理 � “ ，若 � 为 ��， 妇 图
，

则 � ��，
别声

�一����二 ��
户
�

�

下面引理 �是显然的
。

引理 � 对于任意实数
�
和 �

，

均有

�� � ��镇 ���十 ���镇 �
� � ��占 �� �� 十 �十 ��

。

� 定理的证明

设 � 为任意一个 �，， 。 �图
，

则歹一�
� �‘ ��一�引

一 。 ，

由引理 � ���及弓�理 �得

� � 、 ‘ �

。

���
、

��‘ �� 二�‘ �� �
下

卫下�� �，呈二�妻 �尽土粤卜泛华卫共卜� �李�
�� 一 立� �� 一 工� �� 一 上� �� 一 土� �艺 �

。

下面证明
� ��� 十 � �云�的上界

。

设图 � 为在所有的

由引理 �
，

存在 �

��
� �否则考虑图云

。

使得

�阶图中
，

使得 二 ��� �二 �己�取得最大值的一个图
。

���的子集 �
�

和 � �石�的子集 ��
。

令
�

��
，
���

，

��
�

��
，�。

不妨设

记 �
，
一� 留

�〕 ，
���� 〔��〕 ，

���� 一 ��卫��
��乙 一 �

�

夕， �
一 �� 一 ��

， 一 �� 一 ��

其中 、 ，
一 】� ��

�
� �

，
口一 匡 ��

��

再令

�
。
� �

�

门 �
� ， ，�。

��

�
。
� �〔�。 〕 ，

����
。
��� � ，
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故有

�妻 � �
�
� �� 叭

。 、 二 、
���

，

厂
�月‘������、夕‘‘，口‘��马‘

�二 簇

�
�

�

省�
一

���卜月

琶�一
从而有

�

����
二
�。 一 ��卫��� �一旦气�

一 一 �� 一 �� �� 一 ��

�� � ��� ���
门

�
�一 �

�

�十 �飞 川
�

�一 � 、
� ��艺 � �艺尹 �

�

���� �
之爷 �

—
之 寸

�

人

—
汗

� � 一 上
� �

� 一 土
�

、月�
、�

��一
。
�誉�一 �三��

二

� �� 乙 产 �艺�
乏》

、
悦 一

———
�

一

� � 一 �

��
十 —一 �

� �

即

�

、厂����

�

二��，斗
一

��‘ ，簇

�
望

� 一 �

�

一 �

�

� 一 �
���一

几

到州一�
�一

�
一�一�

此外
，

由于

� � ������� ��
�

� �
�
�� ��

，
�� ��

�

�一 ��
，
门 ��

�

即有

� � � � � 一 �，
�

一

行 �

毛 � � �，

又由于 ，��� 、 ， 。
令刻二�

，

故由 ���式可得
�乙 �

�

、�
产」

一��

引引︸一一�
一�

���。 、 ��。 �、
��十

�

�
���
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令 函数 甲 ��� ��十
�

上递增 � 在 〔粤
，
�刁

乙

�一 上

上递减
。

一获六丽
扩十 、 夏弃不

�十
晋

，

不难验证 沪 “ �在 〔。 ，

即 、 �一

扣
，
� ��� 在 两〕 上取得最大值 �一

心�
，

�即
�一�亦

抓，�簇 �一 二井
一、二
�引

‘
�

乙 戈尹 一 」� 、 乙 ，

�

��� 一 ��

�
�

�
�

二丁 一下
� ，二�

乙 乙

��� 一 ��

��� 一 ��

由 ���知

二���� 二���簇 �何���� �
，

��
�
� �� 一 �

十
��。 �� 二�‘ �、

�
丝二二二户
��� 一 �� ��� 一 ��

简化上式右端得

����十
����簇�公尹

�

十 石下尸厂��一了芍
�气� 一 �少

���

��� 当 �为偶数时
， ��十�

�
不是为整数

。

故有

�处 士 些�一
� � �

��
，

� �� � �

护 万 笋 ��� 一 ��
��妻 ��

从而

巨户 士
一

日十一上
一

二

� �句竺士卫�
�

��� 一 �� 一 � � �
’

因此当 �为偶数时
，

���式可改写为
�

��。 �� ��‘ �蕊 �丝华�
�

一 一 � � �

���当 �为奇数时
，

考虑到函数 伊 ��� 中 �所表示的具体意义 �� 为非负整数�
，

此时
，

仅
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当 �一

旱
或 ，一

华
时

，

才可能取得 ， �，�的最大值
�

不难计算
‘ 乙

日之二卫�� 研户土卫�� 旦�土卫
‘

� � �
’

� � � �

即当 �为奇数时
，

���式变为
�

归
十 ‘ ，‘

�
互户
子
卫
�
� ，一
�丝矛

卫
�

�

至此
，

定理证毕
。

� 结束语

本文定理主要是给出图 � 与其补图否的线荫度之和的上界 �其下界较为明显�
�

反映了 �

和 乙的线荫度之间的一种密切关系
，

所给出的界限是较为理想的
�

当然
，
是否为可达界

，
这

还与 � 的阶数有关
。

我们将作进一步研究
�

回顾定理证明中对 二 ��� �� �石�的上界分析
，

不难发现
，

若令 �望�
�

�瓦
，

其中
二�

，��
，
�
�一 �

�成�
，

则 二 ��� �二 �万�将会接近 �或等于�定理中所给出的上界
。
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