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正则连通图直径的上界

徐 保 根

�基础课部�

摘 要

设 � 和 � 为 自然数 ��� 为偶数 �
， �
夕�多�

，
� 为任意一个

�
阶 �

一

正则的连通

图
�

本文给 出 了图 � 的直径的土界
，

并说明 了此界对于适 当的
二 和 � 是可达的

�

关镇词
�

正则图 � 连通图 � 直径

� 己� 性旨
、 刀 � 吕 ‘二�

本文所指的图均为无向单图
，
� ���和 � ���分别表示图 �的顶点集和边集

，

石表示

� 的补图
，
� �‘ �表示图 � 的直径

�

对于 �任� ���
，

�
。 〔司 表示 � 点在 � 中的闭邻域

�

若 �
，
和 �

�

为两个无公共点的图
，

则 �，
小�

�

定义为
� � ��

�
��

��� � ��
�
� �� ��

�
��

￡��，
��

�
��￡�����石��

���弋刃 �� 任���
，
�

，
夕任 � ��

�
��文中未说明的符号

、

术语同于

文 〔�〕
�

� 正则连通图直径的上界分析

命题 � 若 � 为
�
阶 �

一

正则连通图
，

则

����� �一 �时
，
����� ��

������时
，
�����

���

宁二��
一 ，时

， “ ‘ ，一 �
·

证
�
�� �和 ���是显然的

�

只要证 ���
�

若 ��‘ ���
，

则 � 中存在两点
“
和 � ，

它们在

� 中的距离不小于 �
，

故 �
。 〔� 〕 门�‘ 〔��一必 ，

� 为 �
一

正则图
�

从而
� � 一 �� ��� �� �

�
·

闭 ，十 ，�·

困 ，一�� ‘���卜��十�� 这与条件
宁

、 � 矛盾
·

命题 �证毕

对于任意一个
�
阶 �

一

正则连通图
，

我们分析其直径的界限
�

由上述命题
，

只须要再考虑

�《 �簇
� 一 �

这一情况
�

本文于 ����年 �月 �� 日收到
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定理 � 若 � 为
�
阶 �

一

正则的连通图
，
且 �镇�簇

� 一 �

�
则图 � 的直径

���� 一 ��

� 十 �
一 � � 为奇数 �

， ， 。 、 ， ���� 一 ��
� 气�� 少 乏盔 悦�二二一了一了一 一 �

�
“ 十 �

�旦卫
一

二丛旦
仁 �

� 为偶数且 � 笋 ��

� 一 �

证
�

不妨设 � 为所有
�
阶 �

一

正则连通图中直径最大的一个图
、 �，

�
、 �

二�
�、 ， � � � ��一 �

、

以 少 兰 入 刀可狱盯 ， 曰飞八 、 一百一 少

并记 �������

此时
，

定理中 �， �式变为
�

， ， 。 、

一 ��� 一 ��
� �气� 少 之乏 、 ��二二一�，一，一一 — �

入 十 �

�釜 �

���

���若 �三� ������� 设 �� ��� �����

则 � 中存在一条长为 �的道路
，

记之为

“ �

一
“ �

一
� �

一
“ �

一
�

… ” 一
� �曰

并使得
“ 。
和

“ ，�
两点在 � 中的距离为 ��

�

可见
�

�
。
�
� �‘〕 门�。 〔� ��〕 �必

�

����特�簇��

由于 � 为 �
一

正则
，

故 ��
‘ 〔“ �‘ 〕 �一�十 �

�

从而

二 一 ������� 习 ��
‘ 〔� �‘

��一 ��� ���� � ��
�

即有

此时

一 �

二
� � ��

‘飞万干�一 土’ �一 “ ‘气又干�
��一 ��一 �

一 ��
�一一二二二�二��一 一 �，

八十 �
注意到 ���

，

故 ���式成立
，

且

���式中等号不能达到
�

���若 �三���
����

，

由条件
�、
宁

，

故 “ ‘
·

设 “ 一 ��� ‘��� ‘，，
� 中存在一条长为

��� �的道路
�

��十�
�

类似于

赵 。—赵 �— “
“ �
一

· · · · ·

一
“ ， �

并且
“ 。
和

“ ，
两点在 � 中的距离 � ��

。 ， “ 二
�

���
，

但
�

’

点不属于任何一个 �
。 〔� �‘」��一 。 ，

�
，
�

， ，��
�

故有
�
��������

� ��� �
�

口 。
一 ， �一 �

即 有 �乏岌玉乒气一不一 ��
�、 �

甲
‘

�

�一 ��十�镇�
� 一 �

�十 �

一 �

�
� ‘� ��一�一 �

�� �
一 �

�

注意到 ���
，
从

而有 ��
���一 ��

�十�
一 �

�

即 ���式成立
�

且此时等号不能达到
�

�‘ �若 �三� ��
����

�

当 �一 �时
，
���式是成立的

�

���式右端

一 �
� ，

一 � 一 � 一 � 一 � �
�

�

� � ��
�

� ， ，

一
争头上

，
田 卞 入气 一万一

，

战
”
笋 艺入 十 �夕人 十 次 从 阳

��� 一 ��

� ‘ �
一 �� �� �

不妨设 �� ���� �����
�

� 中存在长为 �的道路 ��一
“ �

一
“ ‘，’
一

“ ‘幻
一

“ �

一一
· · ·

一
“ �‘ ，

且使
� 。

与
“ 、
两点在 � 中的距离为 �一 ��十�

�

同���类似
，
我们有

�
��������十�����
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。 �， �， 月 一 �
� ， ‘ 、 ， �

�几 一 �
�

、
� ，

即 �乏�之 万不下一万一 �� 召一 ��十 乙气 ��玉牙下一万一 ��十 乙 ，

」、 叶一 �
’
�‘
十 � �

从而 、 资若�一
‘

·

此时 ��� 式成立
·

综合上述 ���
，
��� 和 �‘ �得知

�

定理 �中 �

成立的
�

��� 当 � 为偶数 ��井��时
，

此时定理 �中

， ，式当 � 为奇数时 ‘�“ ‘
宁

，，

是

助而�从�����
��九 一 ��

� � �

， �式为

一 �

�� ，
�若 �三 。 ������

，

同 �� �一样
，

得到
，
一 �� 一 �� 一 �

� ， ��� 一 ��
� 尧赴 —二声�叮�，二��一 一 � �、 一不多�六��了� 一 �

�

八 州， � 八 州卜 �
�� � ��

���� 若 �三 � ������
，

同 一样
，

得到
，

一 �” 一 � 一 �
以 飞

，
����二公

月一甲�一，���
，

一
入 十 �

���

一 �
��� 一 ��
一二�，气一一丁� 一 �

。

才、 礴� �
�� � ��

����若 �二� ������
，

����
，
� 为偶数�

当 �二卫时
，
���式是成立的

�

事实上
，

由于 �镇

式右端

�一 �

�
故

�
���� ���� �

�

���

“ ��
。

��� 一 ��

� 十 �
一 �� �一 �一 �一 �

不妨设 ����十 ������
，

� 中存在一条长为 �的道路
� 。
一

“ �

一
“ �‘ ’
一

“ 。

与
“ ，
两端点在 � 中的距离为 �二 ��十 ��

“ ���

一
� �

一
� �

�
。 〔� �，

�门 �
‘
�
� ，，
�一 必 ��毛 �井 �镇 ��

故
，一 ���‘ �一�艺 ��仁

�‘ 、
引二�一 �犬� ����� ����

�

下证
�
护 ��� �� ��十 �� 十�

�

反 证 若
， � ��十�� ��十 �� 二 �

，

则 � 中任意一点 �除 �� ” 和 ��幻之外�均属于某个 �
。

〔��‘〕 “ � 。 ，
�

，

���
·

… ，�
�

而在 � 中与
� 。
相距为 �或 �的点显然不在任何 �

。 〔“ 、 〕 中 ，

故

与 “ 。
相距为 �的点 只有

� �’ ，

与
“ 。
相距为 �的点只有

“ ‘，，�

从而 � 中一条边
。 � “ ‘，’ “ ‘，，

为 � 的

一条桥 �割边�
， ‘ 为 �

一

正则连通图
�

�一 ，
有两个分支

，

其中
� 。
点所在的分支中各顶点的度

数之和为 �一� ����� 一 �为奇数
�

因 � 为偶数
，

矛盾
�

故
�
护 ��� �� ��十 ” 十�

�

从而

，
� ��十 �� ��� �� 十 �

�

一 �一 �
� ， �

�

� ， � ��一 ��
即 �毯分

电

尸苍一 �
� �� ��十 �毯匕去共�� 一 �

�

即
“

��� �
‘ ’ 一 �

’ “
一 �� �

综合 ��
�
�

，
��

�
� 和 ��

，
�

�

��� 当 �二 �时
，

由上述 ��
��

，
��

��和 ��
�

当 �三� ������时

得知 ���式成立
�

得知

� �
��� 一 ��

� 丰 �

�

�� 一 ��
一 � �丈 一一下

一 一 �

匀

�� � ��
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当 �三� ������时
，
� �� 一 � 一 ��

。

�刀 一 ��
� 版之

电

�
一一��一，一一二一一

� 一 � �

—
�

一
八 十 � �

当 �三� ������时
，

一 ��” 一 ��
� � ��” 一 ���

� 气
二
一几二�丁�一丁一 一 � �屯

�

—入 十 � 办

总结上述 ���
，

���和 ���
，

完成了定理 �的证明
�

� 可达上界的图例

定理 � 对于任意给定整数 ���
，

则存在无穷多个
�
���一 �

�

使得有
�
阶 �

一

正则连通

图 �
，

满足

一 � � 为奇数
�

一 �� � 为偶数 �� 井 ���

� � �

证根据 � 的不同情况分别构造图类
�

�� �若 � 为奇数 �����
�

令 �
。
望�

�

望 ��
�

��
��

�
�

望�
� 一 】 一 � ，

��
� 一 ，�

��� �
，

�
�

……�一 ��

其中 �
，

表示 二 阶完全图
，

�
� 一 ，
表示 � 一 �阶完全图中去掉

毕
条独立边所得到的图

�

�
‘ 一 �

一 。
表示 �十 �阶完全图中去掉一条边得到的图

�

显然
�

�
。
和 �

‘

分别只有一个 � 一 �度的点
，

其余点的度均为 �
�

� 中 ��一 �
，

�
� · · · ·

一
�� 只有两个 �一 �度的点 �且它们在 � 中不相邻�

�

其余各点的度均为 �
�

将这 �十 �个 �

��一�
，
�

�

……�� 如下联结

�
。
一�

，
一�

�
一

· · · · ·

一“ ，

并使得所得到的图 � 为 �
一

正则连通图
�

不难验证
。 � ������一 ���十�� ‘ ��一 ������� 二

��� ����十 ��十 �
，

并且 ����一 ��丰��

比较以上两式得

� ��� 吵
� 一 �

一 �

田 �的任意性 �����
�

故存龙 无穷多个
，， �

使上式成立

‘�� 若 � 为偶数 ��� 己
一

，

令 �
。
望 ��

�

��
�
�一�

、 �
�

一 �度的点
�

其余点的度均为 天
�

令 �望 ��
，
��

。
� 一�

�
、

�

其创 �
、 一 �

表示一个 � 一 �圈的补图
�

显然 �
。

中恰有两个 �

其甲 �
， 十 一

，、 ，， � 。 ，、

一
人

� 一 上 、 ，
� 一 �、 � �

、

之

衣不 一 �’ 八 一 乙 盯元兰团 甲云捍一万一余理二理
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所得的图
�

可见 �
�

中恰有一个 �一�度的点
，

其余各点的度均为 �
�

�����

对于每个 �一 �
，
�

， ……�一 �
，

令 �
�

表示一个 ���阶完全图中去掉两条相关联的边而得

到的图
�

可见
，
�

、
中恰有一个 �一 �度点和两个 �一 �度点

，

其余各点的度均为 �
�

将上述 �

十 �个 �
，
联结

�

对于每个 �� �
，
�

，
�

， ·

一 �

一
�

，

将 �
�

中的两个 �一 �度点均同 �
�十 �

中唯一的 �一�度

点邻接
�

这样所得到的 �
一

正则连通图为 �
�

不难验证
�� �����卜���十���� ��一 �������� ��� ����� ����

�

并且 ����� ����
�

比较以上两式得
�

�����
��� 一 ��
闷

一下井一��，丁� 一 �
。

入 十 �

由 �的任意性 ��妻��
，

故存在无穷多个
， ，

使上式成立
�

��� 当 ���时
，

讨
。

汁毖
⑦

片
。

造‘
·

构，�所图�氏
、

穿下�夕�
、�八�一如一丫、�

、

一��可女�
�

夭
�乙���

�
、、

�图
�

、

不难看出
。 � ������� ������� �� ��� �

，

�������十 �

比较以上两式得 �����
�刀 一 ��

�

至此
，

我们完成了定理 �的证明
�

定理 �表明了定理 �中所给出的 ����的上界不能再改进

理 �的证明中所构造的
�
阶 �

一

正则图是一类具有最大直径的

图的结构对于研究连通图的平均距离的上界是有益的
�

�除 �， �式右端取整之外�
�

定
�
阶 � 正则连通图

�

认识这类
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