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赋拟范空间的若干性质

龚 代 华

�基拙裸那�

摘 要

本文给 出 了一种特殊拟范数—次范数的定义
�

讨论 了次范教与范数之关系
，

并证明 了从次范空间 中线性葬于的连续与有界的千价性
，
����

一������ 定理及推

论
，

最后给 出 了次范数为范数 的条件
�

关键词
�

次范数
�
次 ��

����空间
�
最小控制参数

赋范线性空间的许多性质对于斌拟范线性空间一般不成立
，

例如在斌拟范线性空间中
，
连

续算子不一定是有界算子
，

因此
�

无法建立以算子范数为度量的空间
�

因而
，

斌范空间的许

多性质也就无法成立
�

然而
，

下面定义的一种特殊斌拟范线性空间却具有赋范线性空间的绝

大多数性质
�

定义 设 ��
·

��是定义在数域 � 上的线性空间 � 上的拟范数
，

满足

������� ��簇 ���� 肠�� 旧���� ��
�

� ��� �任�

这里 �
，
� 为常数且 �� 。 ，

�� 。 � ” ·

��称为 � 上的次范数 � ��
， ”

·

“ �相应地称为斌
次范空间

�

若 ��
�

��
·

���完备则称之为次 ������ 空间
，

�
，
�称为控制参数

�

定理 � 记 ��污���� ����
，

���� ��镇� ������ ��� �任�
，
�任��� �� ��� �����

�
，

�旧� ����旧�叭� ，�，
� �任�

，

�〔 ��，

则

且 ��

证

工
�

�
’

� ��，��� ，�成 ���� ��蕊������� ��
·

� 称为最小控制参数
�

�任 七� ����
，

���� ��蕊� 旧 ���� ��
，
� �任�

，
�任��

� � 。
共�任�

�

己
。

井�任�
�

���

�旧
�� 。
��镇���

。
����

。

�����
。
��

��
。
����

�
‘

�，

本文于 ����年 �� 月 ��

簇�
，

日叹到
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��氏�
。

��
言叮 ，分气�汁�一一产 芝孔
� �氏 ����

。
�� 一

���������
，

���� 州蕊� �己
’

二 ��� �任�
，
�〔 �

��日
。二。
��

�������
。 ��

�。
的任意性有

成�
�

由 �
。 ，

�� ����旧���� �� ���

� �任 福�����
，

�� ��妻�旧���� ��
，
� �任

，
�任��

、 ，
� �。

毋 。 任�
�

�
。
铸 。 任�

，

则

日祥
。
�， ��旧

。
�����

�����
。 】�

�������
。
�
‘ ��

故
�����

。
��

�氏����
。
��

�����
。
��

����” � 。
��

�
��� ������

，

���� ���� ������ ��
，
� �任�

，
�任� 了

��

于是 �� ���� 旧���� � ���

结合 ���
，
���有

二 旧���� ��簇 �
�

�� ��簇材旧��
�� � 二任�

，

�任�
�

下面说明

�� ���
盆刁已 �

示裤 �

�旧�

������ �
’

�护�
， �笋�时

，

由 ���有

���� ��

������ �
， 镇�

�

因而

�

���� �
�

���几不玉了下 竺丁下
�

月解 。 �口 � 卜 � 卜

�护 �

毛�
�

���

对�
。� 。 ，

由� 的定义
�

必存在 �
。
录�

�

� 。

铸 。
�

满足

�旧
�� 。
��� ��一

。 � ��
。
��

� � 。

于是
���� �� �

�����
。 �

珊夜汀下丁下多底丁下不下 �材
一 ￡

�

令
�一拍 得
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二�

描拐裔
��

，

���

由 ��� ���即有

�� ���
二护 �

�并 �

������ ��
���

同理可证

����省�于井一气下
苦禅� �口 ���工 ��
口笋 �

���

� �井�
， �护�

，
由 ���式

材�

�，
】�闷

又，口工 ��
�， �

”
口

”

� �口 ���� ��

于是
� ， ���二 ��
丽、

�

间了刃了
’

因而
�

�
����

己护�

二笋 �

���� ��

��� ” � ��
���

又由 ��� 式

��
�一�

��’�
�百

��
���

�� �旧� ��
—

‘
洲多 气尸二川尸飞，

�一花�
�

� 一 ������ ��
‘

�� ���工 ��
去�

���而弓气气于士
」

�一蕊某�������
�笋 �

���

由 ��� ���即有

�

—�八生
�

�

由定理 �
，

以下我们可将 ��
，

�二 ���简记为 ����

定理 � 若 ���
，

则 ��
，

��
·

��� 中的次范数 ��
·

��为范数

证 六，
���，� ��、 ，��� ��、 ����，，� ，‘ ，

� � 。
并�任�

，
�� �

，

� �任�
， �任�

�
，， ��

一
�

…
， ， ， 二

丽 ���“ ��、 “ � 。 ��气似 ���� ��
，
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� ， � ， 。 ，

丽、 �飞似
，

于是 ���
�

而 �簇�
，

故 �� �
，

��
·

��为范数
�

推论 � � ���的子空间 �亦为赋次范空间 � ��
‘
�

，

且 �
，
簇�

�

拟� �时
，

��
·

��不是范数

例 设 ��
，
��

·

���是一赋范线性空间

����

在 � 上定义

蕊�

�一��� ���

厂�之�
��
�
‘

一一�

这里 �为常数
，
�����

，

则 ��
·

��

��� 日��

为 � 上的次范数且 �一县
七

�

先证对� � ，
�任� 有 ���十川�

，
毛 ��� ��

，
� ��� ��

�，

分以下几种情形验证

����川�簇�时
�

���若 ��� ��簇�
，

��� ，�蕊�，

��� ��
，
� ��川�

，
一 ����� ��

，
����� ������� ��一 ������ ��� 。

�

���若 ��� ��镇�
，

��� ����
，

� ��
�
十 ��� ��

，一 ��十�

������� ����一
‘ � �

����� �】十�一 �� ‘

一 ������

一 �

� ���� ���
� ����

���若 ��� ��� �
，

���

��一 ����

落�
，

同 ���
，

���

易证 �十� ��
，
镇 ��� ��

，
十 ���

若 ��� ���一
，

��� ��� �
，

��� ��
，
� ��� ��

，
一 ����� ��



华 东 交 通 大 学 学 报 ����年

一 �一 ‘ � ‘
��� ��十 �一

。
十 。
��� ��一 ������ ��

一 ��一
。 � ��一 ���十� ��� 十

‘
���� ��� ��� ��一 �����

当 ���十� ����时
�

���若 ��� ��镇 �
，

��� ，�毛�，

��� ��
�
� ��� ��

，
一 ����夕 ��

，

� ��� ���� ��一 〔�一 ���
�����

� ��� ��� ��一 ����� ��� � ��一 �� ���� ��丰 ���

���若 ��� ��簇一
，

��� ��� �或 ��� ����
，

��� ����
，

� ��
，� ��少 ��

，一 ����， ��

��� ����一
�十 。

��� 。 一 〔�一 ‘ � ‘
����� ��

� ��一
‘ � 城� �

，丰 ‘ 〔 ��� ��十 ��� ��一 ���十� ��〕 ��

���若 ��� ����
，

��� ����

��� ��
，
未 ��川��一 卜� ‘ � �

一 �一 ‘ 十�
��� �

，
十 �一 ‘ � ‘

��� ��一 〔�一 ‘ 十 ‘
����� ��〕

� �一 ‘ � 。
引 � ��二 钊川

‘ 一
’ �一� ��〕 � 。

显然 � ��
，� �。 冷 ��� ��一 �。 。 � 一 �

�

��一 � �
， �

� ��� ��
，

下面证明

���若���� 二
，

� �
�

则对� 日任�
，

���
」

��
�

���若��� 己一 �
�

则对� � 〔 � ，

��� ���� �一
�

不妨设 �井�
，

则对�
。
卜 户

�

由于��� 二
一 �

�

故存在 �
�

当
�
�� 时

��二 �
�簇��� “

·

、
简

·

���

工是 日二
，
�
‘ �
一 �旧 � �

￡ �
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��� ���云 ��
�
��

�

同理可证 氏分�
，

��� ����� ��
�
一�

�

最后说明 ”
·

��
�

为次范数并求 �
，

设 �护 。 ， �护 。 ，

分以下几步讨论
�

���� ��《 � 时
�

���若 ��� ��蕊�
，

��日工 ��
，

�旧���� ��
，

�

衬
�

…丁 �
一尸不

�

了二，二一�节尸 � �
�口 ���� ��� �口 �乙 ��� ��

���若 ” � ����，

则

��玉 ��
，

������ ��
�

�旧���� ��

�����一
�� � 一�

���� ��� ��
� �一�一 ��一

。 � ���十
‘
������ ��

，�旧���� �� �
备、 ���二于尸�汀����气丁� 二二二 —一
�� ����� �� �

则
一�

�� ��
，

������� 拄
，
一 �一 ‘

一
�十 二下

�二

���
�� �神�

����� ” � �

������ ��

��

、��’
���� ��

� �

飞
，

碑下�飞
一

而一丁

洲�� 端
�

��己���� ��
��一 ‘ � ‘ ���

���� ��� ��
一 �����一

�� ��
������ ���一��

� �旧 ���� ��
�、 、 一

， � � 一

�

�
�华奋 下又一一一又一不石

�

两

一
三几下下二而了 一气‘ 一 �夕 �� ���� ��州卜 �口 �‘ �� 工 ��

����� ��
，

�

��
。
���� �� 乙一 。

���
互� �一 �

����� ��
，

旧
。
���� ��

���� ��
�

、毋
‘ ，
������ ��

，
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� ���� ��� �时
�

���若 ��� ��簇�
，

则

���� ��
， �一 �� 。

������ ��
������ ��

�� 旧����� ��

��一 �� ������ ���
‘
������ �，

������� ��

���
己工

写
二� ���

�工 ��

���
� �

，

故 ���几
�

亩�在丽
�

�
� �� �

� 日����� ��
目

�，于二一价一一一 �
一 ��� ���� ��

三
�

月

日一��一��
一�

�����一���

刁�一�
�一�
�一�

故
�
一�

一一�����一������写
、 � �川

��� � �

���
���

���若 ��� ，�� �
，

则

���� ��
� �一 ‘ � ‘

������ ��

������ ��
�
一 ���〔�一 。 � �

��� ��〕

一 ��一 �� 旧���� ��十������� �� ������� �� �
尧、

—
�

�二气二�气下����尸 � 一一 �� � ���� �� �� 口 ���� �� ‘

���� ��
�

��，��� ��，
������� ��

户

仑
�，��，�二�二���一二一二一��，��，一�气气二，一六一一节一 �

一 �����一 ����� ��十� �� ���� ��

结合 �
，
�有

�一
�

一一

‘

�
’

��
�、
鲁
�” �” 二 ��

显然 ��
·

��

音旧，��� ���镇 ��” �

不是范数
，
� ���

。
��� �。

��
，
二 �

，
����

。
��
�
� �一 。 ��‘ ����

��，���

故 ���� 日
，
护 旧�】�� ��

定理 � 设 � 为一个 �，
��

�
���

�
��

��的线性算子
，

则 � 连续��” � 有界
�

证 ��显然
以，�

。 假设 � 无界
，

则 〕 ��笋�任�， ，

使

�工
�

��
�

�
�
���

�

，�，，
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���二
。

��
， �

即 翻丁亡多�，

因为 众竞籍贵
‘
卜恶袱�

�

讥
���二

�

��
�

�
���

。

��
，

丁石全下�
�

碳
·

彬流�
�

纵
不
茂不

����

从一
�

一一�

�朋朋朋朋�比日加朋朋���日�朋朋�皿皿

�一一
几

一�����故 ��� 一

�曰��

由� 之连续性

� �

�甲
工

。

��
一� 臼孟 ，下�一一丫丁一 臼 � � �

�
叶 “ 肠 � “ ��

�� ���

与 ����矛盾
，

故 � 为有界算子
�

定理 � 以 夕 ��
�，
��
�记为所有 �，

��
，�书�

���
�
�的连续算子

，

其范数定义为

��� � ���
�笋 �

��丁二 ��
�

��� ��
， ’ ��任月 ��

， ，
�

�
�

为 夕 ��
，，
���上的次范数

，

且

盎
旧�，�� ��、 ���� ��、 、 ����二 ��，

�镇��
�
��

，，

�
�

�
�

证 显然 “
·

��为刀��
，，
���上的拟范数

，

下面说明 ��� ��为次范数并求最小控制参数

��任�
，
�护�

，
�护�任夕��

，，
��
�

，
�假定 �

，，
�

�

非空
，

可以证明 夕��
� ，
��
�护 ���

·

�� � ���
�摊 �

才任 ��

����

��� � ���
�笋 �
� 〔 ￡�

由于 旧����� ��
�

� ����工 �，�簇��

��，

��� ��
�

��� ��
，

���� ��
�，�从一

� ��簇 ��日� ����� 旧�����澎

����
�日�� � ����

� ���
之护 �

工 ‘ ￡�

� ���
�书 �

之 〔 厄�
��告

�二 ��
�
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�����

班写丁 �
����己二���

�

���� ��
， ��

，
������ ��

，

’ � “ ，

瓦 〕可
蕊�

，
���

，��

粼
���� ��簇�

�

旧����

谋兮
����

’�
�

��
�
��

名协 。 ��工 ���

��叮， � �� 蕊��
� ��

�，

从�
�摊�

岸
� ���

�禅 �

��

推论 � 设有 ��
��

�
�

，

若对��
�
��

�
�都有

�

� �。
特�〔 � 、 ����

， 〕 �。
笋�任夕 ��

�，
���

，

满足

证 取 ���从�为一斌范线性空间
，

即 �
�� �

，
� �。

笋�任�
�， 〕 �。

护�任口 ��
�，
艺��

，

使

�户为

故 旧���

旧�，�

�
。

�����。
��

���刃工
。

一 ����工
。
��
��

���
。
��
�

� ���
。
��

�
。
���】�。

��
�，

��
�

簇 ���
。
�����两 ��

， ，

�����丁二
。
��� ������

。
������

���

�� ��
�

� ����� ��

于是 二�

��
，

， 。 ， � 。

�
� ‘
吸 �， ‘付

‘
户 �，

�
，
�从

因而 �
，
� �

推论 � 设有 �
，
��

��
，
��
��

�
�

，

若 �
�，

�
�

中之一等于 �
，

则 夕��
，，
��
�的最小控制参数为

证 由定理 �

�落��
� ��

�，

�
�
�� �

，

八 �
，

岔 才
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推论 �表明一定条件下 材二��� ��
�，

从�
，

对很多具体的 �
，
�从�

，
��
�从�等式都成立

�

因此猜测 �二���笼��
，

从�普遍成立

定理 � 设 ����是赋次范线性空间
，

满足

���若 �任�
，

���� �
，

则 ���� ��一 】�� ��

���存在 �� 。 ，

使集合

�� 哎����� ��毛
‘ �为凸集

�

若 � 是 � 的一个复子空间
，
�是 � 上的连续线性泛函

，

则存在 � 上的一个连续线性泛函

� 满足
�

������������
� � �任�

��������《 ��� ��簇�� �����

证 由拟范数性质知 � 是吸收的
，

下面说明 � 是平衡的
�

� �任�
，

��� ” 蕊�及� �任�
，

因 �一 ���扩
，

由条件 ���知
。
场任�

，

又 � 是凸集
，

而 夕任

�
，
故

，

��� �����
���� 一 ����夕任�

，

即 � 是平衡的

定义 户��� � ���日
�� �

�一 �二 〔 月

则 户���满足

���������
，

���� � ��

�������少�簇���� ���少�
�

�������� � 旧�����
�

“ ，
命
，��，� ��二 蕊材动���

�

���的证明如下

����

���
、

���
、

���见文献 〔�〕

‘簇�

�一
�

簇
�一��只若

�
��

，

万� 簇
‘ ，

� ��簇材
‘ �
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故 � ��簇材
‘ ��� � �材学 ��� ����

��
‘

���
� ，

朋玉丁下产一下不工 筋众之之丈� 下下不下一一不
� �

工
��上性 ��工 �� 朋 �以 �

�
�

�

于是

因此

� 一

丁万一二下下
‘

尸一下
�

�七 入
·

丈以 ‘ 一

��� ��

����镇拟
‘ 一 ‘
����

�

��

� �
��� ��护彩户气�少 ���、

� �任�
，

����� �镇 �������� ��镇�� �����户���
，

由 ����一氏
����定理

泛，二 ，

存在 � 上的线

性泛函 �
，

满足

���� 一����
�

� �任�

������蕊�
。 ���������

�

、�产、�了，��乙
�了�、 ‘
�、

由 ����式 ������毛膨 ����� �� �

故 �����簇 ��� ��镇�� ����
�

定理 � 设有复 � ���满足
�
丑 � 上的半范数 ����

， ‘
� 。 使 �任�一 �� ���� ��蕊

‘

�任��时
，

����� 蕊 ��� ��簇����� ��
，
����

则定理 �仍成立

证 � �任�

故

�
丽长下�伽

丽精王下 �
�二 。�

命命精午
‘
�
厕带是下��

、 �� 了� �� 、
� � ‘ � 、

、 丽万

一
不 ， — 上 〕 �万不�一—不一 � 戈工 夕

·

�以 ��工 �� 工�� ��� ��

��� ��毛材孙��

�丽矛刃了’‘
二 ’

�

� �
��� 笋而�仕

’

、
��� ��� �一

李�尸 �二弃二
下

�

� �
八全 ��� 日

��

� ���
����

，

故

于是 六��
�� ’ 钱 二 �蕊���仕 �



第 �期 龚代华
�

吠拟范空 �司的若 干性质

推论 � 设 ����满足定理 �条件且非空
，
丫 ��

铸 。 任�
，

必存在 � 上的连续线性泛函 �

满足
�

���� ��
。
� � ���

�

��� �� �����簇�
�

�

证 作 �一 ���
。
�
� 任��

，

定义 � 上的泛函 �� 满足
�

几 ��� 。
��川��

。
��

，

则 �毛 】�人

簇�� 由定理 �
，

存在 � 上的线性泛函 �满足
�

，，

���� ��� ��� ����

�����

�任�
�

��� �� ���� ��簇 毛入尹 ���� ��簇�
�

�

推论 � 在推论 �中 �����一 ���冷材一 �
�

证 。 显然
，

” � � 。
任�

，〕 �满足 ��� 。
�� ��

旧，�� ��
。
� �簇 ������旧�。

� 。
��

，

������ �
，

则 ���滋
。
��簇 ���������

。
��

，

��一 �旧�。
��

�

旧�，�� 。
��镇 ����

。

��

推论 � 设 ���， 满足定理 �条件且非空
，
� 是子空间

， ��

��� 若 ���
。 ，
�� 一二澳

��一�
。

�一占� 。 ，

则必存在 � 上的有界线性泛函 �满足
�

� ��
。
� � � ��� � � � �任�

， � 一
， ， � ，

护
了岌 州��� 气丁

证 令 �
，
� ���

。
�� �� 任�

，
�任�

定义 ����� 。
二二� 一 �

�

� �二 一二任以

����户 一 �
� �

万簇

，�
一’ �

。
�
‘

哭 代干

�

由定理 �
，

存在 � 上的线性泛函 � 满足

� �� � ��
。
�� 八 二任�

， �
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�一几 ��� �����簇丫 一�几 ��簇驾
�

�
簇

�一古

推论 ， 在推论 �中 �����
一妻。 睁�一 �

�

证 �一 �显然有 �����一粤
�

� �。
护 。 ，

取 �� ���
，
则 ���

。 ，
�� � �】�。

���占

由
� �

��� ��� 吮茹二
�� � �

� ��工� �
‘

有 ��
’

���
。 � �簇 ���������

。 ��二
����

。
��

���
。
��

即 ���成
����

。
��

旧����
。
�，成 ����

。
��

故 �二 �
�
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