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一类 ��� 的计数问题

周 学 松
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摘 要

设
�‘ 一 ��

，
�� �

，
�十 �

·

… �� ，
����

��
‘
�
‘一 ��

�
�

�
的所有不 同的相异代表未 �����

关镇词
�

相异代表系
� 矩阵恒久量

�
，
�

，
���， � ��

，

本 文给 出 ，
关于 集 来

的总数的简明通解式
�
矛 十 �二

� 引言和定理

设 �是一个任意的集合
，

����是
�
的子集族

�

设 ���� 二 �� �， �� ， … ， �
砂

，

其中
���

� ���
�

如果当 �� �
，
�

， … ，
� 时

， � 。
任 ��，

且对任何 �
，

�任 ��
，
�

， … ，
��

，

当 �护�时
， �‘

特�，，

别称 � 元集合 ��
�， 。 �， … ， 。 ��是 ��。 �的一个��� �相异代表系�

�

虽然可以通过
�
关于集系 �

�、
�
。一 ，�

�
� … 。
的关联矩阵 � 的恒久量 ��� ���来求 ��� 的总个数

，

但 ��� ���的

计算常常很繁琐
，

这可由下面的定理 �可见
�

定理 ��������设 �是 二���二 簇 �� 矩阵
，
��
是矩阵 � 中

二

个列的各元素用零代换所得

到的一个矩阵
，

以 ���
��表示矩阵 �，

中每行各元素之和的乘积
，

以艺
�����表示当

�
固定时

，

对于所有的矩阵
，

乘积
����� 之和

，

则下列关系式成立
�

��
�

���一 又
�

��一 。 �一 �” 一 呼十 ‘ �夕
����

� 。 � ，
�十 ��一 份� ��又

�

���
�

�
��

�
�

一
乙

�
… 十 �一 ��一 �

������
�

矛��一 �

于是
，
找出求 ��� 的简明通解式是必要的

�

�
�

���� 对于用 ���
� �� � �� 约简的整数

集
�‘ � 仃

，‘ 十 �
，�十 �� �� � �

，
�

， ·

…的 找到计算这个集系的不同的 ��� 的个数是 �
�

� �
，

其

中 �
�

表示第
�
个 ���

��
数

�

本文讨论了另一特殊集系的 ��� 的计数问题
，

其主要结果是
�

定理 � 设
�‘ � ��

，
�� �

，
�� �

�

… ，
�� ，

���� �
，
�

，
���� � ��

�

则关于集系�
�‘�

‘一 �
�

�
�，
的

所有不同的 ���的总数 ��
��，��，��，，

� ��有如下公式
�
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���
� ， ��

，
��

�

�
一 ��� � �

十 ��

� 定理的证明

对
�
行数学归纳法

�

� 一 �时
，

一方面有
�

��
��

�
�� ，�� ，

�� ��� �， � �� � �� ���

�

另方面
，

我们可先视 �
�

一 必
，

由定理 �或排列公式很易知道
，

此时集系�
�，

�
�一 �

�
�

�

�

的代表
‘ � �

系的总数为 �，
一 ��

�

为了求出所有不同的 ��� 的总个数
，

还须除去其中有重复的代表系
，

由

下面集系
�

�， � 弋�
，
�

，
�

，
��

�

�� 一 弋�
，
�

，
�

，
���

�� � ��
，
�

，
�

，
�

�

可见
，

在
�，
中取 �

，�� 、 ��

中分别取 �
，
���

，
���

，
��得 �个有重复的代表系

�

在
�，
中取 �

，，� 、 ��

中分别取 �
，
���

，
���

，
���

，
��和 �

，
���

，
���

，
��得 �� �� �个有重复的

代表系
�

在
�，
中取 �

，�� 、 ��
中分别取 �

，
���

，
���

，
���

，
��和 �

，
���

，
���

，
��及 �

，
���

，
��得 �� �� �

一 �个有重复的代表系
�

在
��
中取 �

，�� 、 ��

中分别取 �
，
���

，
���

，
���

，
��和 �

，
���

，
���

，
��及 �

，
���

，
��得 �� �二 �

一 �个有重复的代表系
�

除以上四种情况外
，

再无其它可能的有重复的代表系
�

即有重复的代表系共有 �� �十 �

十 �一 ��个
�

于是
，

所有不同的 ��� 的个数为 �� 一��一�� 个
，

与 ��� 式不谋而合
�

故
， � �时结论成立

�

假设
， � � 一 �时结论成立

�

即有

��
�� ，�� ，�� ，

�� 一 ��十 ��� �� 一 ��
’
十 ��� 一 ��

�

下面来证明
� � �时结论也成立

对下面集系

�� � ��
，
�

，
�

， ·

…�
，
�� � ����

�� 一 ��
，
�

，
�

，…
，

�足� ��
，
�� 一 ����

�� � ��
，
�

，
�

�… ，
�� ‘ ��

，
�� 十 ���

�

�， �

分如下四种情况来讨论其不同的 ��� 的个数
�

情况 � 先讨论集系 �， � 中前 � 列组成的集系
�

�� 一 弋�
，

�
，

�
， ·

…���

�� � ��
�

�
�

�
� ·

… ��十 ����

�� � ��
，
�

�

�
，… ，

��一 ���
�

中不同的 ��� 的个数
�

由归纳假设很易知道
�

此时有 �� 一 ��
，
� ���

一

�� 个不同的 ��� 的个

数
�
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情况 � 其次讨论下面集系
�

�，
� ��一 ���

�� � ��
，

�
，
�

，… ，
��� ��

，
��� ����

�， � ��
·
�

，
�

，… ，
��� ��

，
��� ���

�

中所有不同的 ��� 的总数
�

此时
，

所有可能的代表系的总数显然为 �� � ��
�

个
�

下面还须除去其中有重复的代表系

的个数
，

这相当于在
��
中取 �� �

，

在
��、 ��

中分别取 �� �
，
���� �

，
��… ��� �

，
�� ���� �

，

�十 ���� �
，
�� ��和 �

，
�十 ���

�

�� ��… ��
，
�� ���� �

，
�� ��及 �

，
���

，
���

，
��… ��

，
��

�� �
，
�� ��共有��� ��‘ 〔��� ��一 �〕 � 〔��� ��一 �〕 一 ��个有重复的代表系

�

那么不同的 ��� 的总数为 ��十 ��
， 一 ��� 是，

一 �� �

情况 � 还要讨论下面集系
�，
� ��

，
�

，
�

，… ，
���

�� 一 �无斗 ���

�� � ��
，
�

，
�

，… ，
��� ��

，
��� ���

�

�一 �

中所有不同的 ��� 的个数
�

此时
，

所有可能的代表系的总数显然为 ��� � �� 个
�

为求不同的 ��� 的个数
，

还须从这

��� 十 �� 个代表系中除去有重复的代表系的个数
�

这相当于在
��
中取 �� �

，

在
�，，��

中 �
，
�� ���

，
�� ��… ，

�
，
�� ��和 �

，
���

，
��… ，

�
，
��

共 �十 �� 一 �� � �� 一 �个有重复的代表系
�

于是
，

不同的 ��� 的总数为 ��庵� ��� 一 �� 十 �一 尸 一 �十 么

情况 � 最后讨论下面集系
�� � ��

，
�

，
�

，… ，
�� 一 ��

，
���

、 � � ��
，
�

，
�

，… ，
�

，
��� ����

‘ � 一 ��� ��
�

中所有不同的 ��� 的个数
�

此时所有可能的代表系的总数显然为 尸 个
，

这其中有重复的代表系的个数相当于在
��
中

取 �十 �
，

在
�，，��

中分别取 �
，
���

，
��… ��

，
��共 �一 �个

�

于是
，

所有不同的 ��� 的个数为 尸 一 �十 �
�

除上述四种情况外
，

别无其它可能性
·

于是最后得到
� � �时

，

集系��
‘
�
‘一 ，�

�
�

�

的所有不同

��� 的总数为
�

����
，��，��，

�� ��� 〔��一 ��
， 千 ���一 ��〕 � ��， 一 �� ��� �乏� 一 乏� ��� ��

� 一 泛� ��

� ��
� 一 从

� � ��一 ��� ���一 ��� �是� 一 ��� �

� 乏� � ��

得证命题
�

� 结束语

由下面定理
�
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设
��，，�，… ，

��是一 ， 元集合
，
的子集

，

且 二镇
二

�

若 � 是
，
的元素对这些子集的关联矩阵

，

那么
，

����� �，，
，，�，… ，‘ �的 ��� 的个数就是 ������

�

可知
，

对于形如
�

���

尸一曰、 �一

�“
“ � “ ‘

�
� 一
�“ ” ���� ’

�
�” 必 �，

� �卜 “ “ ·

���

的矩阵
，

我们有

������� �，
� �月

这比起用定理 �来求这样的 ��� ���要简洁得多
�

那么对于
�‘ � ��

，
�� �

，
�� �

，… ，
�� ，���� �

，
�

，… ，，��。 李 二�
，

此时关于集系

��
‘
�
‘一 ��

��

一 的所有不同的 ��� 的总数有否直接公式来求呢�我们说
，， � �时

，

情况就比 二 �

�时的要复杂得多
，

更不须说 二 � �
，
�

，…… 等情况
�

但我们猜想
，

它们之间有某种递推关系
�
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