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�一空间仿紧性的一个注记
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摘 要

一个 �
‘
空间 ��������空问�是仿 紧的 当且仅 当它是正刻的弱 白��且有性质 二

�，��一个 �一 空间 �序列空�司�是仿 紧。 。 它是正则的弱 ���且有性质 口 强 二 �。 强

。 �
，
改进 了 〔��，

���中的却分结果
�

关锐词
� �一空间 ， 仿紧性 � 。 ‘ �。 强

‘ �� ， �。 强 。 �

以下空间均为 �
，
型的

�

令 � 表示空间 � 的紧子集的全体
，
��表示空间 � 中形如 �尸

� ，

尸�二
�

的子集全体
，

其中���尸
�

�尸 � 又如 �一 ��
。 � �任��

，

则记 �
’

一 � ���
� ����

，

若 �

��
，

则记 ���
，
� � ��

� �
�

。

门�铸必
， 口任��

�

空间 � 中的集簇 �� 〔�� � �任��称为紧有限 ��� 有限的��� 〕 ，

如果对每个 �任� ��任

���
，
���

二

有限
�

空间 � 中的集簇 �一 ��
， � �任��称为强紧有限 �强�� 有限�的 〔门 ，

如果 �� �瓦
� �

���是紧有限 ��� 有限�的
�

� 称为紧式 ��� 式�仿紧空间川
，

如果 � 的每个开复盖都有紧有限 ��� 有限�的加细
�

注
�

本文中所指的
“
加细

”
都有

“
复盖 � ”

的这一性质
�

� 称为强紧式 �强 �� 式�仿紧空间 〔们 ，

如果 � 的每个开复盖都有强紧有限 �强 �� 有

限�的开加细
�

。 一强紧式 份一强�� 式�
、 。 一 紧式 ��一�� 式�仿紧空间

，

可按照以上定义
，

依通常的

方式来定义
�

空间 � 的集簇 �一 �尸
� � �任��说是 �一遗传的���

，

� 中每个闭集 �
，
� �任�

，

有 尸
�

��任��

空间 � 中所有紧子集全体组成的集簇 � 以及空间 �

集的全体组成的集簇 ��均是 �一遗传集簇
�

若 ����是 � 的一个复盖
�

����对

中所有 ��
， ，
尸�二

，
����尸一尸�子

空间 � 说是对集簇 � 有 �一弱拓扑 〔 ’ 」，

如果 � 是 � 中开集。 。 ��任� ，
�门� 是 � 中

的开集
�

本文于 ����年 �月 � 日收到
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空间 � 说是
‘ 一 空间 〔 ’ ��冷空间 � 对紧子集的全体组成的 �一遗传集簇 � 有 �一弱拓

空间 � 说是序列空间。 。 空间 � 对 �尸
。 ，

集簇 ��有 �一弱拓扑
�

尸�二
，
����尸

�

�尸�集的全体组成的 �一遗传

引理 � ��� 在
‘ 一空间中

，

每个强紧有限的开集簇 ��
。 � �任��是局部有限的

，

是闭

包保持的
�

��� �在序列空间中
，

每个强 ��有限的开集簇 ��
。 � �任��是局部有限的

，

是闭

包保持的
�

证 ���设 � 是
�一空间

，

因而 � 对 � �紧子集全体组成的 �一遗传集簇�有 �一弱

拓扑
，

而又因为 �丽
。 � 。 ���是紧有限 ��一有限�

，

因而
，

据 〔�」中引理 �
�

�知 �又
� �任

� � 是局部有限
，

因而 ��
。 � �任� 、 更是局部有限的

，
进而 ��

。 � ����还是闭包保持的
�

����类似 ���可证
�

定义 � 空间 � 具有性质 ， �。 。 ��〕�，

如果对 � 的任何离散闭集簇 ��
� � �任��都有

�一 紧有限 �。 一�� 有限�的开集簇 �� �二
��

� ，

其中对每个
� ，

�一 尺�
二 ，。 � �任��� 是紧有限

、��有限�的
，

且�
� 〔 � ，

�
。

〔 �界 �
�

�，

定义 � 空间 � 具有性质
�
强 � 沁 强 。 �

�

如果对 � 的任何离散闭集簇 弋�
。 � �任��都

有 。 一强紧有限 �。 一强 ��有限�的开集簇 �一 �二
，�

� ，

其中对每个
� ，

�一 ���
� 。 � � 〔 ��

是强紧有限 �强 �� 有限�的
�

且�
�
任�

，
�

�

仁�界
�
�二，

显然有下面蕴含关系
�

。
强 。

认

�强砂少

州介田

井冷冲

就介
‘

佃
， �� 的定义分别见文 〔�〕 ，

二�〕�

但 。 争 ‘ ， 。 。 争 。 ，

见文后的例子
�

再介绍文 【�」中出现的弱 弓��的概念
�

空间 � 是弱 口��
，

如果对 � 的开复盖 �都存在开

加细�二
��

� ，

且� �任� 存在
�� 任�

�

使得
� ��

。 犷以 ��
，
�

�

����
� ���

， �任��是点有限

的
�

引理 � 设 �� ��
� � �任� ，为离散闭集簇

，
� 为紧有限 ��� 有限�开集簇

，
��任� 至

多有一个 �
�

与 � 相交
�

� �任�
，

令 �一 ��任�
�
���

�

井�小
，
�。
� ��任�

，
�门�一�

，

丫 �任��� 又令 �一��
，
�� ��

� � �任� 、
�

则 �� �� 是紧有限 ��� 有限�的开集簇
�

��� 若

�
‘

仁�
‘ ，

则�
�任�

，
�

�

��
� �

证 ������任�
，

由�
。

的构造知
，
�

�

开于 �
，
��任�

，
� 只可能属于某个唯一的 �

� ，

或者属于 �
。 ，
因此 ���

� �任�
， ���� 构成 � 的一个分解

�

由于 � 是紧有限 ��� 有限的�
，

知 � 亦是紧有限 ��夕有限�的
�

���若 �
’

��
’ ，

则� 任
�任�

，

有 �
�

〔 � 咬�任�
�
�门�

�

护��一��一��
�

引理 � 设 � 是
�一 �序列�空间

，

设 �一 哎�
� � ����为离散的闭集簇

，
� 为强紧有限

�强 ��有限�的开集簇
，
��任�

，

至多有一个 �
�

任� 与 � 相交
�

� �任�
，

令 �
。
一 ��任�

，

�门�
。

井��
，
�

。
� ��任�

，
�门�一�

，
� �任八�� 令 �一��

，
�� ��

� ， �任��
�

则 ���
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� 是强紧有限 �强�� 有限�的开集簇
�

��� 若 �
’

仁�
‘ ，

有�
“ 任八

，
�

。

二认
�

证 由于本引理中的 � 与引理 �中的 � 构造方法类似
，

只要证明 � 是强紧有限 �强 �� 有

限�就可
�

由于据引理 �在 �一 �序列�空间中
，

强紧有限 �强 �� 有限�的集簇是闭包保持

的
�

若 �任� ����交 � 中无限个成员的闭包
，

则 � 定交 � 中无数个成员的月包
�

因而� 是

强紧有限 �强�� 有限�的
�

引理 ���〕 设 《�� ， ，任��是 � 中开集簇列
，
�一 叮

、 口 � ‘�赶 州 记 �一 位
� 、 七

��
，

假定 �一�
，
� �

，

���
，

令 尸 ��
，

�� 一 仕
�

��� 忱
�

乙价 �
�

或
。
�� 行

，
几沁 一

，

呢

存在 ���
�
盯己 ��

，
�‘ �蕊��

�

若 � ��’ �

�� 是任一包含 尸 ��
�

�� 的开集
，

则存在
�一离

散的闭集簇 �一 �孔
，�‘ ，

使 �
’

一尸 ��
，
�� �� 一 � ��

，

��
�

定理 �

��� 。 一紧式 ��
一

��式�仿紧空间具有性质 ， 沁耐
�

��� �‘ 一 �序列�空间中
， 。 一强紧式 ��一强 �� 式�仿紧空间

�

具有性质
。
强

、 �

� 强

公
�

证

���设 �� ��
� ， �任��为

。 一 紧式 �。 一��式�仿紧空间 � 的离散闭集簇
�

则� 二 日

�
，

存在邻域 � ���至多与一个 �
�

相交
�

令 �一 �� ���
� 二任��

，

则 � 是 � 的一个开复

盖
，

由假设存在一个
�一紧有限 �，一�� 有限�的开加细 �二

�
�

� ，

其中�
�任�

，
�

�

是紧有限

���有限�的
�

据引理 �
，
� �任�

，

作出 �
，

一 丈�二
， � �任��

�

由于 �
�

是紧有限的 �咫 有限

的�
，

知 �
�

是紧有限 ��� 有限�的
�

令 �
�

� �二
�

��
�。 ，

显然有
�
�

�

��
。

�因为
�

�二刀
�

复盖 �
，

故 �
’

仁 ��二
��

�

�
’

� ��二
一，
�

��
，

更有 �
�

� �二
，��� � � 任�

� ，

则存在
� 任 �

�

使得 � 任 �了
，

由 认
， 。

的构造知
� 二 呀

��二
。

�
‘

��二
。 ，

故 �
�

仁 �二
，
�…�

�

�一��证明类似 ��� �用引理 ��
�

定理 �

���每个具有性质 ， �。 动 的弱 白��空间是 。 一 紧式 �。 一�� 式�仿紧空间
�

��� �每个具有性质
口 强

‘ �。 强 。 �的弱 白��空间是
。 一强紧式 �。 一强�� 式�仿紧空间

�

证

��� 设 � 为具有性质 ， �。 动 的弱 ���空间
，

设 � 为 � 的一个开复盖
，

由条件知
，

存

在弱 口��加细�二
�‘ � ，

即� �任�
，

存在
。 任�

，

使得 。�盯己 ��
，
�

�

����
，

且 ���
， � 任

��是点有限
，

由〔�」中引理 �证中后面注
，

令 尸��
，

�� ����
，

�� 一②
，

存在 ，一离散的闭集簇

����� ��
一 ，�‘ ���

，

使 �
’

���一���
，
������

，
������

，
��

�

由 � 具有性质
。 ‘ �。 。 �

�

对每一个

�以��都有 。 一紧有限�。 一��有限�开集簇 �二
��‘ 二 ���复盖 �定���

、

沙意到 【�〕中引理 �证中

每个 ���
，
��都包含在某个 �二 二

内
，

故不妨假定 �二
，�… ���的每一个元含于 � 的某个元内

，

于 是��
一 �

�二
���

，�

���复盖 ���
，
������

，
��

�

令 ���
，
��一 ��孔

，
�界

�
�。 二 ����

’ ，
又 由引理 �

知
，

存在
。 一离散的闭集簇 ���� 一 �孔

，�� ���
，

使 �
’

��� 一尸��
，
���� ��

，
��

�

再由 � 具有性质

、 �。动知
，

存在
。 一 紧有限 �。 一��有限 �开集簇 �二

�

�二
，�

‘ 二 ���复盖 �
’

���
�

其每一个元均

含于 � 的某个元内
�
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令 ���
，
��� ���二

�

�二
��一����

’ ，

��� ���
，
��。 ����，

������
，
��〕����，

��。 ���，

�留 �

��
�

再由引理 �可作出筱盖 尸��
，

�����
，

��的
。 一紧有限��一�� 有限�的开集簇�二

�

�二
�

��
，�

���
，

其每一个元都含于 � 的某个元内
，

依次类推
，

可作出�二
�

�二
】
�’

�。
���复盖�二

�〔尸��，

������
，

�一 ���
，

但� �
，
���

，

�������
，

��
，

故��井
，
�二

�

�二
�

叭
，�

����
‘

� �二
����

，

����二
，尸

��
，

��
�

可令 ���
，
��� �井

����
，

��
，
���

，
��� �井

����
，
��

�

又由引理 �知
，
���

，
������

，
��可表

示 为 。 一离散闭集簇之并
，

从而相应地作出 ���
，
��

，
这样可以递归地作比复盖 尸��

，
�����

，

��
，
尸��

，
�����

，
��

，…… ，
尸��

，
������

，

�一��的
，一紧有限�

。 一�� 有限�的开集簇
，

其每一个

元都含于 � 的某个元内
�

令 尸��
，
��� �异护��

，

��
，
���

，

��� �井
、���

，
��

�

重复上述推理
，
最

后得复盖�几
�尸��

，
��的 �一紧有限��一�� 有限�的开集簇�因为每个 ���

，
��都有 ，一紧有限

�口一�� 有限�的开加细�
�

由于�二
、
�

�

是 � 的弱 口��加细
，

故�二
，尸��

，

����
�

这就证明了
，

对

� 的任一开复盖
，
都有

�一紧有限�，一�� 有限�的开加细
，

故 � 是 。 一紧式�，一�� 式�仿紧空

间
�

�� �证明与���类似
�

定理 �

���一个 矿 一 空间�����
�
���� 空间����是仿紧的 。 。 它是正则的弱 ��� 且有性质 ，

�‘ ��
�

����一个
‘ 空间�序列空间�是仿紧的。 �它是正她的弱眼�且有性质

， 强 ��口强 动
�

证

���“ 。 ”
由定理 �是显然的

， “ 。 ”
设 � 是 � 的任一开复盖

，

由定理 �知
，
� 是

。 一紧式�
，

一�� 式�仿紧空间
，

故 � 有 口一紧有限�口一�� 有限�的开加细 �
�

由【��中引理 �
�

�及引理 �
�

�

知
，
� 是 。 一闭包保持的

，
又由� 是正如的知 � 是仿紧的

�

����证明与���类似
�

�用引理 ��

最后
，

我们看一个例子
�

例 【幻中的例 �
，

设 � 是任意一个不可数集
，

规定 � 的拓扑 �如下
�� 为 � 中开集当且

仅当 ��� 是有限集或可数集
�

〔�〕中指出 � 是 �
�

的 ������ � �空间
，

从而是 。 一紧式�，一��
式�仿紧空间

�

因此具有性质 。以口。 �
，

但 � 不是点态集体正规
，
从而更不具有性质 以的

�

因此
，

定理 � ���改进了 〔�〕 中的推论 �
�

�
�

由于
“
正规�性质 砂 �

“ ， 强 尸 �显然

的�
�

故可得
�

推论 � 一个 ��

的
‘ 一空间是仿紧的。 。 它是正规的弱 日��且有性质 。

这个推论改进了 【�」中定理 �� �注
� 【��文中所有空间都预先假定是 ��

的�
�

感谢江西师大陈清煊教授的指导 �
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