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列车通过时轨道结构振动分析
’

警 千 得‘ � � 、 丫�、 雷晓燕 吴祖荣

、
上海 铁路局� �建筑工程 表� �上海铁道学院�

摘 要

本文运用有限元法
，
建立 了列车通过时执退结构振动分析模型

�

该摸型考虑孰

过结构坚向和纵向振动效应
，

计及机道结构的不平顺影响
�

模型的动力响应翰 出全

是轮机竖间接触 力
、

钢轨纵向力
、

剪力
、

弯拒
、

挽度和加速度
�

作为应用实例
，

文

章对普通列车和重载列车通过时执遇结构进行 了振动分析
�

关键词
�

铁路轨道
�
振动 � 轮轨相互作用

� 己� 生，
、 尸 � 吕 �二刀

我国铁路未来发展的主要方向是重载和高速
�

随着列车轴重和速度的提高
，

轨道结构失

效的控制因素主要是动力效应
�

理论计算和试验研究是分析轨道结构动力作屠的两个主要研

究手段
�

试验研究由于系统参数难以根据需要随惫设�和控制
，

很难用来作为全面分析的王

要手段
，
一般仅用于关键处计算结果的验证

�

随着现代计算机技术的发展和数值方法的利用
，

理论分析的功能日益增强
，

渐趋全面
，

精度和速度不断提高
�
另一方面

，

由于试验费用昂贵
，

难以大规模地进行
，

从而更显出了理论分析的重要性
�

近几十年来
，

世界各国科学家在轨道动力学研究领域做了大量的工作
，

取得了许多可喜

约成果 〔’ 一 ‘ 〕国内学者在该领域也进行了许多探索 〔‘ 一 ’ 〕提出了各式各样的计算模型和理论
�

这

些模型大多局限于考虑局部作用
，

例如
，

只考虑一二节车辆甚至一个轮对的影响
�

列车对轨

道结构的动力作用是互相有影响的
，

仅限于局部考虑是不全面的
， �
必须计及整个列车对轨道

结构的动力作用
，

这是我们进行这一研究工作的出发点
�

� 基本假设与计算模型

本文考虑轨道结构竖向振动效应和纵向振动效应
，

并计及轨道结构的不平顺影响
�

为简

化计算
，

略去横向力的作用
�

本研究采用以下基本假设
�

仄义于 ����年 �月 �� 日收列

铁道部科技发展计划项目
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��� 机车和车辆悬挂系统黄上
、

赞下质量的点头振动和沉浮振动略去不计
，
而将其质量

集中在各个轮对上
�

由于不计点头和沉浮振动
，

模型中可选取整个列车长度为计算对象
�

��� 将钢轨视为支承在弹性支座上的长梁
，

梁与梁之间通过钢轨接头连接
，

轨下垫层和

枕下道床的支承弹性及阻尼分别用等效弹性系数�� 和阻尼系数 �
，

表示
�

��� 钢轨的纵向弹性和阻力分别用弹性支座和阻尼器描述
，

相应的弹性系数和阻尼系数

分虽用��
，

几 表示
�

��� 轨枕的质盘作为集中质�处理
，

施加于各支座节点上
�

��� 道床振动相对钢轨和轨枕较弱
，

并且道床是散体结构物
，

与轨枕间的逆向联系较弱
，

可略去不计其影响
�

��� 两支座间的钢轨及钢轨接头简化成梁单元
，

作为钢轨接头的梁单元采用较小的抗弯

刚度
�

影响轨道结构动力效应的主要是轮轨接触力
、

钢轨纵向力
、

剪力
、

弯矩
、

轨底应力
、

挠

度及振动加速度
，

这是本研究中考虑的重点
�

列车通过时轨道结构振动分析模型如图 �所示
�

卜卜一一

钊中
斗

一

代一
‘以 封一�草翔一

图 � 轨道结构振动分析模型

� 墓本方程

由于轨道结构振动分析模型比较复杂
，

采用变分形式的最小势能原理建立基本方程是一

种简捷的方法
�

轨道结构振动系统的总势能包括应变能
、

阻尼力势能
、

惯性力势能和外荷载所做的功
，

即

� � �
�

� �� 十 刀
�
� �

�
���

其中
，
�为系统的总势能

�
��为系统的应变能

�刀
。
为系统的阻尼力势能

��一
为系统的惯性力势

能 �刀，
为系统外荷载所做的功

�

��� 式的变分形式为

占刀 � 占刀
�

� 古刀 。
� 古�

一
� 占�

，
���
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下面逐项给予介绍
�

�
�

� 系统的应变能 刀
�

系统的应变能包括梁单元的应变能
，
竖向和纵向弹性支座的弹性能

�

�
�

�
�

� 梁单元理论

将钢轨离散成如图 �所示的梁单元
，

梁单元的结点位移和节点力为

���
‘

� ��
�，��，

��
，��，��，

�
�

�
� ，

《��‘ � ��，，
��，

从
，
��，

��，

城�
了

�

梁单元的应变能为

厌
�习 毛。 �

· ， 〔天�〕 �

一 粤�
。
�
了

�二
，

�哎
。 �

�

�
‘ �

山 〔��」‘ �

���

其中
�

���

�

图 � 梁单元的结点位移和结点力

〔�才 为梁单元的单元刚度矩阵
，

其显式形式为

�
�一��一�

一�

����

��
���

��丝
护����

��

了二一翻�����‘�曰一了孟一口�几一夕‘��一

丝
�

对

〔凡了�
��

�

���

，‘二了书刀�，月��，������

�三︸
��占︸�‘舟七一

称
����

��

�二一�侧‘工，卜夕�性︸

��� 式的变分形式为

占�百� �而�
�〔��〕���

�

���

单元等效结点荷载向量的计算
�

���竖向集中荷载
，

如图 � ���所示
�

����一 、。 军
�，� 二�一 旦萝

。
军�，� 对�

‘ “ ‘ 一 ‘ �

�亡��

��
���

���平行集中荷载
，

如图 � ��� 所示
�
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、��、 一 、
罕

。 。

毕
。 。 �·

���

�� � � 弹性支座弹性能的计算

为便于计算程序化
，

弹性支座弹性能的计算在单元上进行
，

如图 �所示

设弹性支座的弹性力与位移呈线性关系
，

即

��
，
�
‘

一 ��
，〕

‘

�� �
‘ �

其中
� 《�，

�’ 为单元弹性力向量 � 〔�，〕‘

为弹性力系数矩阵
�

��、

��引叫�叫川洲司阵�
�

�
���

��
，
�

‘

�

� � � �

�
，

� � �

对 � 勺 �

�
二

�

称 �
，

�
�

�� � 户

� � �

�
�

一址� �

一
图 � 竖向集中荷载与平行集中荷载

图 � 作用在梁单元上的弹性支承

弹性支座的弹性能为

贝 � 习�‘��·�丁 《尸户
�

· ，

代入上式
，

经变分得

古毋 � �加�
�

��
，〕�� �，

、

����两式得到系统应变能的变分为

、�产、、声�哎︸︺将由
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��
�

二 �加�
�〔�〕 《��

�

����

其中
�

�天〕 二 〔��� �‘ 户〕 �一��

�� � 系统的阻尼力势能

系统的阻尼力势能由梁单元钢轨阻尼和轨道结构的支承阻尼所组成
�

么 �� � 钢轨阻尼

在实际分析中
，

精确地决定钢轨的困尼是相当困难的
，
目前还缺乏这方面的侧试数据

�

本

文将钢轨阻尼表示成如下形式
�

���〕 � 。 �从〕 � 成�
，

〕 ，
����

这种阻尼称为比例阻尼
�

钢轨的阻力势能可表示为

刀乞� ���
�【��〕�舀� ����

其中 夏必 为总结点速度矢盆
�

上式的变分形式为

古刀易� 《而��【�
�

」�舀�
�

����

�� �� � 支承阻尼力势能

由支座
、

轨枕垫层和道碴阻力引起的势能称支承阻尼力势能
�

为便于计算程序化
，
支承

阻尼力势能的计算也在单元水平上进行
�

支承祖尼力势�可衰示为

汀忘一 《�����
一

����
�

����

其中 ��，〕 为皿尼力矩阵 ，

���〕 一名 ��，工

����� � �

� �

��，〕 �
� �

����

��对

��

��称

阵�

�
二

�

�
，
�� 分别表示纵向和竖向支承阻尼系数

�

����式的变分形式为

�刀石� 《而����
，〕�挂�

�

由 ����
，
����两式得到系统阻尼力势能的变分为

占汀。 � �加�
�����〕 � 〔����泛�

�

�
�

� 系统惯性力势能

系统惯性力势能由钢轨
、

轨枕和轮对的势能组成
�

�
�

�
�

� 钢轨的恨性力势能

根据梁单元理论
，

俐轨的惯性力势能可表示为

����

����

几 一

琴知九
� “ ，��， ����

其中 �为钢轨的密度 � 吸了�为钥轨梁单元内任意一点的位移
�

引入插值函数
，

一点的位移用单元结点位移表示
，
则可得到 ����的变分形式为

古刀二二 �而�
了

�从〕�二�，

将单元内任意

����
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其中�万�为总结点加速度矢�
� 〔��」为钢轨质蚤矩阵 ， 〔孤〕 一名 〔���’�

〔从〕‘ 二

�

一 ���

��名

�。�
�
曰�‘了�‘�‘盛任

，子�氏�
�

�

�
口内口匕

，�‘�二��︸八�
�

州��
�卜口��匕砚门曰

�，︸�且

��

�

�

���

称

� 〕
�以

一 ���

�
����

月勺�

︸�工‘口叫叨

弓�二，

��几��厂

…��一�月︸一�习�尸一左‘
式中 � 为俐轨的横截面面积

，
�为梁单元的长度

�

�� �� � 轨枕的惯性力势能

为了便于程序设计
，
轨枕的惯性力势能也在单元水平上进行

�

的质量作为集中质童处理
，
旅加于各支座结点上

�

轨枕惯性力势能可表示为

此 � ���
了

�城〕���，

其中 〔�，〕 为轨枕质�矩阵 ，

呱〕 一名 〔蛛工

根据基本假设 ���
，

轨枕

����

�����
�

司户际

…�
�

一一了肠
��‘

上式中
， ，，

为轨枕质量
�

����式的变分形式为

多�二一 �而�
�

�从〕谧��
�

����

�
�

�
�

� 轮对的惯性力势能

轮对在钠轨上的位篮是随时间而变化的
，
如图 �所示

�

轮对的惯性力势能可表示为
材

此 � 习��
�
�
·

�了〔从〕
·

�妥�
· ，

少� �

����

其中 � 为轮对总数
� 〔似‘ 〕

‘

为单元轮对质蛋矩阵
�

����，

﹁������

…�
�
�二

�︺

阶
�

�
����

一一丁玩
厂
，
﹄

匕式中
�
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�， 、 � 、
�

了 �

�，� ，， � 又� 一 了从�
。 少，’ 况，， � 了 、观。 夕， ’

�，�二�
，
为第 �个轮对的质量

�

����的变分形式为

沙��� �占��
丁〔材亩〕���

�

��
一
�
�

����

田 ����
、

����
、

����三式得到系统惯性

力势能的变分为

古��
一 �益 �

了
�〔��〕 � 〔城〕 � 〔人几�����

�

����

�
�

� 外荷载势能

外荷载包括轮对轴重
、

机车和车辆的制动力
�

�
�

�
�

� 轮对轴重的势能

轮对轴重的势能可表示为

图 � 轮对在钢轨上的位�随时间而变

汀�

一 名�哎��
·

���双��二 ����

其中 ��
、 ‘

为轮对轴重产生的节点荷载
�

��，
�

‘

� ��

上式中 �
，
为第 �个轮对轴重

� ��

���� 式中变分形式为

一 ��一 导�尸
、 。 。 一 三具

。

“
�

����

为轮对在钢轨上的位置
，

参见图

��胃� 一 �而�
了
����

，

����

其中
�

�尺
。 � 一艺 �尺

。
��

�
�

�
�

� 机车
、

车辆制动力势能

机车
、

车辆制动力谱如图 �所示
，

其中 �‘ 为第 �个轮对制动时间
�

制动力作用在每一个轮

对上
，

其大小等于闸瓦摩擦系数乘以闸瓦压力
，

山
‘
为制动力持续时间

�

一 么�

图 � 机车
、

车辆制动力谱
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机车
、

车辆制动力势能为

汀贾� 一 乙 ��
�
�

‘

�
�

��
‘
�

‘ ，

其中 咬�衬
‘

为由制动力产生的单元结点荷载
�

、�‘
�一 、��一于

�、 ， � �

令‘
���� 式的变分形式为

占�聋� 一 吃而�
�
��

�
�

，

����

� ��
丁

�

����

����

�

��
‘
少�

由 ����
、
�
�
��

丈�
‘
�
‘ �

两式可得外荷载势能的变分为

舀刀
�
� 一 �耘�

�
���

，�� ��
�
��

�

����

墓本方程

将 ����
、

����
、

����
、

���� 四式代入 ��� 中
，

则得到系统总势能的变分为

呼�其��

舀刀 一 �而�
�
��川���� 〔�〕���� 〔�〕���一 ����

，

其中 〔�〕 为系统的质量矩阵 � 〔�〕 为系统的阻尼矩阵 � 〔�」为系统的刚度矩阵 � ���

统的外荷载向量
�

〔��一 ��
�

�� ��
户〕� 〔��一 〔孤〕 � ��

，
�� 〔材‘ 〕�

��� � 〔��〕 � 〔�，〕� ��� � ��
�
�� ��

‘
��

根据变分原理 占�一�
，

则得到基本方程为

��〕���� 〔�〕���� 〔�〕《��� ���
�

����

为系

����

� 求解基本方程的数值方法

本文采用 ������� 直接积分法求解轨道结构振动方程
�

�������方法是一种无条件稳

定的数值积分方法
�

在 �������方法中
，

采用下列假设

�
��� ，�� ��

�

�� ���一 古���
�

�� 古�
� ‘十 。 �〕山 �

����

‘
一

，一 、一，� 、泛
�

�“ � 「�音一
�、五

‘ ，� · 、妥
�

一�〕“ �

����

其中
�
和 古是按积分精度和稳定性而决定的参数

，

当满足

。
� � ，

� �
， ‘ �

� ‘ 多 �
一

办� � ‘ 多 ，厂 ��
�

勺 州卜 口少
�

时
，

计算是无条件稳定的
�

利用 �������方法逐步求解运动方程的算法步骤如下
�

�
�

初始计算

���形成刚度矩阵 〔�〕 ，

质量矩阵 〔�」和阻尼矩阵 〔�」�

���给定 咬
� 。
�

，

��
。
�和 ��

。
�或由 ��

。
�

、

��
。
�通过基本方程计算出 ��

。
��

���选择时间步长
、

参数
“ 和 古

，

并计算下列积分常数
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，

已一命
�

� 沙 。 � � �

炳 �硒牙“
佗 一妥玉 ’ 协�压一 � ’

�
�

�
山

言
一

�， 几 一亏
对于每一时间步长

形 曳有效刚度矩阵

，

古
弋一 一 艺，�
口

�
。
�山 ��一古�� �

，
�占山

�

��� �����
�

阳〕
�

叭尸��

、��三角分解 ���
，

��」�
���计算时间 ��山 的有效载荷

�犬〕 一 〔�〕 ���

��〕 〔�」��〕�
�

��
‘���二 谧�

‘�，�� ��〕 ��。
�
��

���
�

�泛
‘

���
�

��
，
��

� 〔�〕 ���

��
�

���
‘
�泛

‘

���
。
��

�

��
�

��� 求解时间��山的位移

赶�」��〕 〔�〕� �� ‘� 。 �� 《�‘� ‘ �
�

��� 计算时间��山的加速度和速度

��
��二���

。
�毛�

�十，�一 ��
�

�� 一�
� 《泛‘

�一�
。
��

‘

�
，

�泛
。� 。 �� �坛

，

���
� ‘ � ‘

���
，
��

��，�
�

��� 计算单元结点内力
�

�
‘���

‘

� 〔�了 ��
��，�

‘

� ��〕
，

�泛
����

�

� ��了 ��
��二�一 《凡� 。 �

‘ �

、 为 判断计算是否结束
，

若未结束
，

转步骤 ��� 进行下一时步的计算
�

从 ������� 方法循环求解式可见
，

有效刚度矩阵 〔盆」中包含了 〔�〕 ，

一般情况下

仁�〕 总是非对角矩阵 ，
因此在求解 ��，�耐 时

， 〔尤〕 的求逆是必须的
�

当 乡� 。 �

�
， �
��

�

���。
�

��咨�
’
时

，
������� 方法是无条件稳定的

，

即时间步长山 的大

小可不影响解的稳定性
�

此时 山 的选择主要根据解的精度确定
，

具体说可根据对结构响应有

主要贡献的若干基本振型的周期来确定
�

例如
，
山 可选择为 �，

�对应若干基本振型周期中的

最小者�的若干分之一
�

一般说 �，
比结构系统的最小振动周期�� 大得多

�

所以无条件稳定

的隐式算法以 〔尺」求逆为代价换得了比有条件稳定的显式算法可以采用大得多的时间步长
山

，
而且采用较大的 山 还可滤掉高阶不精确特征解对系统响应的影响

�

� 歹妞车通过时轨道结构振动分析

对上述理论
，

我们编制了计算程序
，

并利用具有解析解的算例对程序进行了考核
�

作为应用实例
，

分别对重载列车和非重载列车通过时轨道结构进行了动力分析
�

重载列车的计算模型如图 �所示
，

列车编组情况为 �台 ���内燃机车
，

牵挂 �� 节��
�

车

辆
�

为简化计算
，
牵挂车辆数按 ��

， �缩减
，

也即取 �台 �����节��
�

为计算模型
�

线路为 ������ 无缝钢轨
，

每公里轨枕根数 ���� 根
�

计算参数为
�

钢轨截面积 ���
�

����

义 ��一 ����惯性矩 ���
�

����� ��一
‘
�

‘ �
弹性模量 ���

�

�� ��，’
���

，�
�头� �

�

���� ��
一 ‘
�

，�

�� � �
·

���� ��一 ‘��
，�
钢轨密度 �一 �

�

��义 ��，����
，�
钢轨支承弹性系数 �

�

� �
，
� �

�

�义

�。 ，
��� �混凝土轨枕质量 �

。
一������轨道阻尼系数 �

，
�� ��� � �护�

·
���

�

线路计算长
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度 �����
�

�� � 时间步长 山一 。 �

����� 比例阻尼系数
�一夕��

�

���
�

�������数值积分法中

的参数取为 古一�
�

��
，
�一�

�

�
，
列车运行速度 。 ��������

非重载列车的计算模型如图 �所示
�

列车编组情况为 �台 ���内燃机车
，

牵挂 �� 节 ��
�

车辆
�

计算中
，

仿重载列车情况
，
牵挂车辆按 ��

�
�缩减

，

即
，
取 �台 �����节 ��

�

作为非

重载列车计算模型
�

其线路条件和计算参数同重载列车情况下的参数
�

计算中将钢轨划分成 ��� 个单元
，
��� 个节点

，

自由度数为 ����

一监三之添习
一

咭弃翻
一

奈翩
�

忆二蔽导习
一

�票翩
一

盛盂匕

下
，

甲
仁」 �

�

一月

万万万万工
刁
���

田
‘

叫一
，

炼 纽一军口一

图 � 重载列车下轨道结构计算模型

二二�
二�二二一

韶二
�

流二
�。�
�

胃州
宜上

二

土
〔�

一
﹄

�

衬、
�

��’
令厂，丫﹂

一���自
�

习

卜�

图 � 普通列车下轨道结构计算模型

为简化计算
，

本文只考虑重载列车和非重载列车通过时轨道结构的竖向振动情况
，

制动

力的作用将在另一文中给出
�

重载列车和非重载列车对轨道结构的竖向振动曲线见图 �和图

��
�

其中 ���
、

���
、

�‘ �
、

���
、

�。 �分别表示 ����
�

�� 处钢轨随列车运行而得到的竖向轮

载动压力
、

竖向挠度
、

竖向振动加速度
、

弯矩和剪力
�

对比重载列车和普通列车的振动曲线
，
可以看到

�

��� 重载列车和普通列车对轨道结构产生的竖向振动效应相差不大
，

最大挠度
、

最大竖

向振动加速度
、

最大竖向轮对动压力以及最大弯矩和剪力都十分接近
�

���在不计轨道不平顺的情况下
，

轮对动压力系数约为 �
�

����
�

�� �

��� 发生最大振动加速度
、

最大弯矩和最大剪力的部位为机车与车辆连接处 �
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���
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��� 八八
�

�八
。 �
凸

�

自
�

创创门门
仁仁互�� 门 二 ��� �

�

丈丈 仁仁仁

�������

。 厂厂厂 二
�，

八
�

厂厂

图 � 重载列车振动曲线

���竖向轮对动压力 � ��� 竖向挠度
� ��� 竖向振动加速度

，

���弯矩 ， ���剪力
�

��� 重载列车对轨道结构影响的持续时间大于普通列车
，
即出现峰值的频率比普通列车

高
，
且车辆部分也将产生较大的振动加速度

、

弯矩和剪力
，

其作用是不可忽视的 ，

���重载列车引起钥轨最大弯矩为 ����
·

�
，

最大剪力为 ����
，
均在容许范围内

�



第 �期 苦天保千
�

列车通过时执遗结构振动分析

默
’

�

此
�

�皿」�
�

�
�

�
� �

止
� ‘ 了 �

八八
�

���

�� ���

�����以以〕〕
�����“ ��� 厂厂��� 、���� 、 介介

图 �� 普通列车振动曲线

���竖向轮对动压力
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���弯矩
� ���剪力
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