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本文主要介绍几种优美图的扩充方法
，

关键词
�

优美图 � 扩充 � 优美值

要

并以此来判断某些 图的优美性
�

� � � 心卜
�

� 口 砚 〔三

对于一个无向单图 �� ��
，
��

，

如果对每一点 。 任�
，

存在一个非负整数 � ���
，

使得

满足条件
�

���� � ， 。 ��
，

如果
�特 。 ，

则 夕 ���护夕 ����

������ �口 ��� �。 ���� ����

���� �， ， ��任�
，

如果
��
护

��，

则 �
‘
��

，
�护�

，
��

��
�

其中 �’ ��� � �夕��� 一� �。 � �
， �� “ 。 �

则称图 � 为优美图
，

称 �为 � 的一个优美值或

优美标号
�

对于优美图 � 的一个优美值 夕
，

则 � ��� � ���一���� 也是 � 的一个优美值
，

称

之为 �的共扼优美值
，

用 �记之
�

对于优美图 � 的一个优美值 �
，

必有唯一的 。 。
��

，
使得 ��。

。
���

，

则称 协 点为图�在

夕下的基点
�

对于 � 的不同优美值
，
一般基点也不同

�

如果说 �。
是 � 的基点

，

是指 仇 点在 �

的某个优美值下为基点
�

定义 设
�
是不小于 �的整数

，
�是优美图 �的一个优美值

，

令
� �

，
���� �训对于任

意一个 �� �。
，
�

，
一

， �一 ��
，

有 �任� ���
，

使 � �的 ���
�

则称 �
，

���为图 �在 夕下的

一个基序集
�

对于任意一个优美图 �
，

其基序集一定存在
，

但并非唯一 若 �
，

���为 � 的一个基序

集
，

当 �簇�成
�
时

，
�

，
���也是 � 的基序集

�

对于任意一个优美图 �护�
�，
� 的最大基序集

中至少有两个点
�

�
，

���有时简记为 � ���
�

非优美图的基序集为空集
�

上述未加定义的符号
、

术语同于文献 【�〕
�

本文于 ����年 �月 �� 日收到
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� 优美图的链状扩充

引理 � 设 � ���是 � 阶优美图 � 的一个基序集
， � 。

为 �外一点
，

将 �。
点分别邻接于

� ��� 中各点得到一个

证 设 � ���是 �

口
，
��� �

尸十�阶图夕
，

则 �
‘
优美

�

且 �。
点为 �� 的基点

�

在其优美值 �下的基序集
，

定义 �’ 的优美值 少 如下
�

�� ���
， �任� ���

，

�一� ��� 一� �， �。 � �
， 。 一 � 。 �

容易验证 夕 为 口 的一个优美值
，

故�’ 优美
�

且 � 。
点为 �

‘
在少下的基点

�

证毕
�

引理 � 若图 �优美
， �。

为其基点
，

在
� 。
点增加任意条悬挂边得到图�’ ，

则 夕 优美
，

且新增加的悬挂点集的非空子集为 �’ 的基序集
�

证

�
，
�

， � ， �

设新增加的点集 �� 《� ‘
卜��

，
�

， … ， ，一 ��
，

� 的子集不妨记为��� 毛，
‘
���

， �一 ��
，

其中 �镇
�
毛�

� 。 。
为 �在其优美值 �下的基点

�

���刀�
， �任����

，

�’ �的 � �
�

� �

日石����十琳一�
， ���

‘
��� �

，
�

，… ，
�一 ��

，

不难验证
�
夕 为 �

，
的优美值

，

故口 优美
�

且 �
�

为口 在夕下的一个基序集
�

证毕
�

由上述两个引理
，

任何一个优美图均可以从其某顶点 �基点�或其某顶点集 �基序集�按

上述方法不断向外链状扩充
，

得到更多的优美图
�

因此有

定理 � ���任何毛虫树川的一路端粘接 �使之重合�于优美图的某顶点 �基点�
，

得到

优美图
�

���设有 ， 个星 �‘
一�

�二 ‘
��� �

，
�

， … ， ，�，

如果将 �
‘
中的若干悬挂点一对一地粘接

凡� �
中的悬挂点

，
����

，
�

， … ，
�一��

，

得到一个连通图 �
，
则图 �优美

�

上述定理可由引理 �和引理 �直接得证
�

� 优美图的和式扩充

若 �，
和 ��表示两个无公共点的图

，

则 ��
��

�
表示在 ��

��
�

中
，

再将 ��

的各点分别与

��

的每一点均邻接所得的图
，

即为�
�

��
�

的补图
�

定理 � 若 ��
，

妇 一图 �优美
， ，��

，

则

���当
�》 叮一���时

，
����

�

� ��
。
优美

�

���当
。 ��一���时

，
���时

，
����

�

� � ��卜 。
��

，

�优美
�

证��� 令
� 。
� �一�� �

，
�显然

。 。 》 ��
，
�为 � 的一个优美值

，
�一 ��

，
叮��������� 任�

����
，
可见 �� �一

� 。 ，

将图����
�

���
一

的顶点如下标号 少
�

对 � 的每个顶点
� ，

令 少 ��� ��

���
·

对�
�

中的、 个顶点标号分别取 � 中不同整数
，

其余
” 一 ” 。

个顶点标号分别为
����

，。 �

�
，… ，

�十
， 一 ， 。 �

而 ���一 。 。
� ，十�一 �

�

故 ���
�

的顶点标号取遍了 【�，�十�一 �〕中的全部 。

十�个整数
·
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记 ���
�
�一 哎�

，，� ， �

… ，��

令 夕
‘
��

‘
��叮���。 ���

，
��� �

，
�

，… ，
��

，

不难验证 夕 是图 ����
�

� ��
。
的优美标号

，

即 ����
�

��犬
�

为优美图
�

证 ���完

毕
�

证 ��� 令 �� ����
�

� � ��卜一 ��
，
�

，

对 � 的顶点作如下标号 ���

对于 ���
�

中的顶点标号同于 ���中的 少 所标的号
�

因
���一户��

，

故 ���
�

的顶点

标号取遍了 ��
，

妇 中的全部 ���个整数
，

当然
，
����中边的标号取遍了 【�，

妇 中全部

� 个整数
�

记 � ��卜 。
�� ��

。 ， �，，
��， … ，

�。
�

，

其中 �。
为 �卜 。

的中心点
�

令 夕���
。
�二 �，���������二��

，

����
‘
�� �����叮���

，
��二�

，
�

，… ，
��

�

若
�� 。 ，

即 �� ����
�

���
，二

，

则 � 的顶点标号完毕
�

可见
，

此时 ��为 � 的优美

标号
�

若
�
��

，

记 � ��
�

� � 咬�
�， �� ， … ， �

‘

�
�

令 �� ��
‘
���

�
��

�
���

·
�����

，
����

，
�

， … ， ��
，

不难脸证
，

此时 氏为 � 的

优美标号
�

综合上述
，
定理 �证毕

�

作为定理 �的直接推论
，

我们有

推论 �
�

� 若 � 为优美树
，
二 为自然数

，
则

��� �十�
�

优美
，

������
�二优美

�

推论 �
�

� 若 � 为连通的单圈优美图
，

则

��� ����
�� ��

一
优美

，

��� ����
�� ��

�一优美
�

由上述定理及其推论
，

从已知的优美图出发
，

可以构造众多的优美图
�

例如
�
�

，�。
��

�二 �

��
��二

。

���
�二��

。

�� �
�
�尺

�
�。

���
�二��

�
�。

�� �
。

��
�一 � �

。

��
�
和 �一

��
。

�当 ���

�，
，

司 ��时�
�

在此不一一例举
·

� 若干问题

���众所皆知
，
在优美图论中

，

有著名的猜想���
�

所有树均为优美图
�

这一猜想至今没

有得到证明或否定
�

因此
，

可以猜测
�

对任意树 �
，

均有 ���
。
和 ���

，二为优美图
�

���我们知道
，

当 。 》 �时 ，

�
。

不是优美图
，

这似乎是由于 �
。

的边数相对于
�
来说

“
太多了

” �

一个自然的问题是
�

设 � ��� ���� �引存在 ��
，

妇 一优美图�
，
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由于 �
，�。 一 �

��
�

，

一 、
和 �

�二十�
，
一

，
的优美性

，

不难看出
�

对一切自然数
， ，

� ���� �矿

十�，一 �
，

� ��
。 ��� �矿��

。 一 �
�

能否给出 � ���的具体表达式或者建立比上述更好的下

界�

���作为推论 �
�

����的特款
，

我们知道
�

当 ���哎�
，

����时
，
尸一
�尸

。

为优美图
�

是否对

一切 自然数 � 和
� ，

均有 尸一
�尸

�

优美�这些问题还有待于进一步探讨
�
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