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图 � ��
，
�

，
�� 的优美性

’

周尚超

�基不出课部�

摘 要

证明 了图 � ��
，
�

，
�� 优美的充分必要条件是

�
镇��

关键词
�

图 � 完全图 � 优美图

� 引言和主要结果

本文引用文献 【�� 中的记号和术语
�

图 � ��
， � ，

��是有一个公共 �
，

�� 阶完全图�的

二个 �
�

组成的图
，

其中
�
�

� ，
���

�

由文献 【幻 知
，

对于图 � �
��，

�
，
��

，
目前仅有的结

果是 � ��
，
�

，
二�和 � ��

，
�

，
��是优美的

�

图 �中给出了几个优美图及其标号
�

丫丫丫
只只只

� �

�� �

刀 ��
，
�

方 ��
，

�
�

�� 刀 ��
，
�

�

��

图 � 几个优美图

本文主要证明了下列定理
�

定理 图 � ��
，
�

，

�� 是优美图的充分必要条件是
�
蕊��
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� 定理的证明

为叙述简便
，

我们将点的标号与点等同看待
，

将线的标号与线等同看待
，

例如
，

最大线

�边�表示标号最大的线
�

设 ��召 �，�
，
�

，
��

，
� 的线的数目 宁�

，，，一 ，�一 �
·

引理 � 设 ��� �，�
，
�

，

�� 是优美图
，

则
，�
���

证明 设 �
，
与 ��

是 � 的两个同构于 �
。

的子图
，

并设 � 的优美标号中
，
最大线属于 �

，�

设 �
，
的标号是 ���

，
��

�

�…��
，

一�
�

令 �，
一�

�
一�

， �

����
�
一�

�， … ，
�

。 一 �
��一�

，�

则 �
，
���

�
， … ， �一 �� 是 �

，
的线标号

，
且

�
，
� �

�
� … ‘ 一

�
。 一 ，

一 �
�

���

令 凡
�
一�

�

十�
� ，
�

��
��

�
��

�， … ，
�

。 一 �
�
二 一 ，
一�

。 一 �

十�
二

一 ， ，

则 �
。
是 �

，
的线的标号 �����

��且 ���一 �� � ���� ���

�” � �
��

� … � �
。 一

�
，二 一 �

一 �
，

���

�
��
� �

�。
十 … 山 �

。 一 �
， 。 一 �

一 � 一 �
，
一 �一

，�

���

或 �。 一 �一 � ���� ���

�
��
� �

��
� … � �

。 一 。 ，。 一 �
一 叮 一 �一

�，
����

�
��
� �

��
�

。

二 十 �
。 一 �

， 。 一 ，
� � 一 �

�
�

����

���式左端是 �，
的

� 一 �条线之和
�

���
，
��� �或 ����

，
�����是 ��

的共
，�一�条线之和

�

�一�
，
���

，
���左端 �或 ���

，
����

，
��� ��左端�共有 �� 一 �条线

�

我们用 ���一 ���
，
表

示 �，
的这 ��

，�一 �� 条线之和
，

则

��� 一 ���
，
� �� 一 �

，
一 �一

�
�

���

设 ��

的最大线标号是 � �簇��
，
��

的点标号是 ���
�

�…�乙
�

对于 �
� ，

也有类似的 ���
，

���
，
���

，
����

，
����式

，

只是将其中的 �改为 材
，
尺 改为 无

�

���式则为

��� 一 ���
�
一 �� 一 ��一 �一

�
�

����

将 ���和 ��� �相加
，

则左边是 � 的 ��一 �条线之和
，

记为

��� 一 ��� � ��� �� 一 ��
�
� �一

�
� �

】
� �

二一 ��
�

���

�嵘
，�一 ��� 是 �，�一 �个正整数之和

�

�
，
与 ��

有一条公共边
，

设公共边的标号是 �。
，

则 ��� 一

�� � 是 如 一 �个不同的正整数之和再加 ��
�

�，，一 �个不同的正整数之和� �十�� ��…��� 一

�一 ��
，�一 �� ��

，�一 ��
�

由此得

���� 一 ����
，� 一 ��� �

。
镇 ��� 一 ���

�

���

�
�，

�
� ，，

天
， ，

瓦月是 � 的 �条线
，

其中至多两个相等
，

设 � 是这 �个数之和也用 � 表示

这 �个数的集合
�

则 ���� ���十�一 ��

�宁 � �� 一 � 镇 ��
，，� 一 ，� 一 ��一 �一 �，�� 一 �� 一 ��

�

���

由 ���和 ���得

�，�� 一 ��，，
� ��� �

。

簇 �，�￡ 一 �，� 一 ��
，

即 �，‘， 一 ��，， 十 �理� �
。 《 �

�

���
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�

图 � �，，
，
�

，

�� 的优美性

由 ���式得
，，
镇�

�

引理 � 设 �一� ��
，
�

，

��
，

则 � 不是优美图
‘

证明 当
，�一 �时

，

���式为

��� � �� � �� 一 �
�

���

设 �
，��
��

，
��

�
��

� ，
�

��。
��

�

��
�
��

�，
�

，��
��

，
��

�
��

� ，
�

��。
��

。
��

�

��
‘ ，
�

，��
十

�
���
一 、 ，

叉
，��
�天

���
�材

，

这两式和 ���式相加得

��� 一 �� � �� 一 � 镇 �口 一 �� ���
�

但 ��� 是 �� 个不同的正整数之和 �李���� 加 �
。 ，

矛盾
�

因此 � 不是优美图
�

引理 � 设 � ��
，
�

，
��是优美图

，

且 �一�
，

则
，�
毛�

�

证明 当 ���时
，

即公共线 �
。
一�

�

���式左端是 ��一 �个不同的正整数之和
，
����

������ ��
�

由 ���式得
�
���一 �� ��，�一 ��镇��一 ��

，

即

�，�� 一 ��� � ��簇 �，�， 一 �，� 一 ��
，
���

�
一 ��� � ��簇 �

，�
簇 �

�

引理 � 设 �一� ��
，
�

，

�� 是优美图
，

则

����� ��
，
�。 � ��

�������
，
�。 一 �

，
�

，
��

����� ��
，
�
。
� �

，
�

，
�

�

证明 由引理 �
，

知 ���一��
�

由 ���式得

��� � �� � �� 一 �
，

即 ��� 十 �。 � ��� �� 一 �
�

����

由于 �� 个不同正整数之和��又 ��一 ���
，
���

�

所以 ����
�

设 �一��
，

则 ��镇�����一

�一 ���� �
�

设 �
�

��
，

则 ���� ������ ��
�

由 ����得
，

当 �� ��时
，
�
�

��
，

�� ��
，
�
�

毛�
�

由于 �，
�或 ��

�是 �
� ，

设它的点的标号中有 � 个奇数 � 个偶数
，
�

，
的边的标号中有

�
·

� 个奇数
，

因此 �，
的奇数标号的边数是 �

，
�

，
�

，
�四种

�

� 有 �� 条边
，

有 �� 条边的标

号是奇数
�

因此
，
�

，
��

�
�有 �条边的标号是奇数

，

而公共边 �
。
的标号必为奇数

�

设 ����
，

�
。
一 �

�

如果 �� 不是公共点的标号
，

则 。 必为公共点的标号
，

否则 �
�

的线标号不会是 ��
�

此

时
，

另一个公共点的标号为 �
�

由于 �� 是 �，
的点的标号

。

��一 �一�� 是 �，
的边的标号

，
矛

盾
�

所以当 �一�� 时
，
��护 �

�

最后证明 �护��
�

如果 ��
，

��
，

�� 是 �
，
的线的标号

，

则 ��

必有 �个点的标号为 �
，

��
，

�
，
��或 �

，
��

，
��

，
�

�

即
，

如 ��
，
��

，
��是 �

，
的线标号

，

则 ��也是 �，
的线标号

�

引理 � 设 ��� ��
，
�

，
��是优美图

，

则 ����
�

证明 设 �� ��
�

即 �，
有标号为 ��

，
��

，
��

，
��的线

�

则 �
，
必有 �个点的标号为 �

，
��

，

�
，

�� 或 。 ，

��
，

��
，
�

�

如果是后者
，

则我们把每个点的标号 �
‘
改为 ��一�

‘ ，

这样就得到前者

�
，
��

，
�

，
��

�

由 ����式
，

得 �� �或 �
，

或 �� 谧�
，
�

，
�

，
��或 丈�

，
�

，
�

，
��

�

由 �
，

��
，
�

，

�� 是 ��

的标号
，

得 �
，
一 �

，
�

�
一 �

，

因此
，

瓦一 �
，

无
�
一 �或 �

，
� 的标号如图 �

�

这

时已有�标号为 ��
，
��

，
��

，
��

，
��

，
��的线

�

如果 ��任 ��
�，
��

，

�
� ，

了
‘
�

，

则会有两条线标

号相同
�

如果 �〔 �万
� ，

�
�

�
，

则有两条线标号为 �
�

如果 �任 ��
�，
���

，

则 ��一 �一�� 一�
�一���

��’ �

但由 ���� 知在 �� 条线中最大的线为 �� 或 ��
，

不可
�

这说明 �����
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图 �

即 乙���
� 。 ，

�是公共点的标号
�

买得到标号为 �� 的线
，
只有下列

��
�

���
。
二��� ��

�

���
。����

��
�

���
�
一��

现 已有标号为

�种

若 � 是优美图
，
�‘ 是 � 的点的优美标

号
�

若将每个点的标号 �
‘
改为 �一�

‘ ，

则也是

一个优美标号
�

我们称这两种标号是等价

的
�

引理 � 设 ��� ��
，
�

，
�� 是优美图

，

则 材���
�

证明 设 ����
，

由引理 �
，

知 ��� �
，

�
，
�

�

情形 ����
。
� �

由于 ��
，

�� 是 �，
的线标号

，

因此
，
�

，

�
，
�� �或与之等价的 �

，
��

，
���是 �

�

的

点的标号
，

即 �，��
，
��� �

，
�一��

，
尺

，
�

�
�

由 ����式
，
�簇��

�

��

的最大线是 ��
，

��
，
��

，
��

，
��的线

�

因此
，
��成��

，
�
�

���
�

�一 ��乙��
� ��

�

���
�
��

�

了
�
一�是不可能的

�

要得到标号为 �� 的线
，

只有 万
�一�

，
��� �

，
����� 三种

�

如果 了
�
一�

，

则标号为 �
，
�

，
�

的线都在 ��

中
�

由 ���式 �
，
��

�
��

�
��

‘
��

。 ���
，

这 �个 �
‘
的集合 � ���� ��

，
�

，

�
，
�

，
���或 ��

，
�

，
�

，
�

，
��

，

如果 �
。
��

，

则 �
，
��

�
�灭

，
�灭

。 � �������� ��
，
由

����式
，

在 ��条线中最大线为 ��
，

但 又
�‘
�了

。一万
�
���一 �� ��

�

因此 �
�
一�或 �

，

即 �。 ���

或 ��
，

这又得到了标号为 �� 的线
�

所以乙护�
�

如果 ��一 �
，

为得到标号为 �� 的线
，
只有 ���

��
�

要得到标号为 ��哟线
，
只有 ��一�

，

但这时 �，
的点的标号是 。 ，

�
，
�

，
�

，

��
，

�� 三个奇

数和三个偶数
，

不可
�

所以
，
��护�

�

如果 �。���
，
为得标号为 �� 的线

，
只有 ����

�

为得标号

为 �� 的线
，

只有 ��一�
，

这样会有 ��一����
，

有两条线标号为 ��
，
不可

�

了
，
��� 不可能

�

��
�

���
。 ���

这时 �
�
� �

，

乙簇��
，
灭

�

妻�
，
�妻�十�����，� ��，

由 ����式知 �� 条线中最大者为 ��
，

�
‘
镇��

，

乙成��
�

要得到标号为 ��的线�只有 ，�一 。 或�
�
一�

�

如果 ，�一�，

要得标号为 ��的线
，

只有 万
，
一��

�

但这时有两条标号为 �的线
�

如果 乙一�
，

则有两条标号为 �的线
�

��一�� 不可

能
�

��
�

���
�
� �

要得标号为 �� 的线
，
只有 ��一��

�

再要得到标号为 �� 的线
，

就会有两条线相等
�

�
。
一 �是不可能的

�

情形 ����
。
��

由�
。
� �

，
得 尺�尺

�
�尤

。
�贾

，
�贾

�

��������一�
�

由 ����式 ���一 ���一�镇���
，

�簇��
�

由于 ��

的点最大是 ��
，

且 。 ，
�是 �

�

的点的标号
�

所以
， 。 ，

�中必有一个点是公共

点
，

这样 �
，
才有标号为 �� 的线

�

公共点只有 。 ，
�和 �

，
�两种

�

如果公共点是 。 ，
�

，

则 �
，
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�

图 � �二
，
�

，
��的优美性

�
，
�都是 ��

的线标号
�

��

的线标号 贾
，，
叉

�，

灭
� ，

灭
� ，

又
�

这 �个数的和与集合都用 又 ���

表示
，

则 灭 ������
，
贾 ���一 ��

，
�

，
�

，
�

，
��或 ��

，
�

，
�

，
�

，
��

�

�
，
不能与这些数

中的某个相等
，
�

。
��

，
��镇��

�

� 不会有标号为 �� 的线
�

如果公共点是 �
，
�

，

则 ��

的最大

点标号是 ��
�

这样
，
不会得到标号为 �� 的线

�

�
。
一�不可能

�

情形 ��� �。 ��

由 ��。�式
，
���

，
��

�
�灭

�
�灭

�� �������
，

两个公共点只能是 。 ，
�和 �

，
�两种

�

如果是 。 ，
�

，

则有 ��� �
，
��� �

，
����

，
�。一��

�

即 尺
�
二 �

，
尺���

，

则 尺
�

护�
，

天
�

和 天
。
都

不为 �
，
矛盾

�

如果公共点是 �
，
�

，

则 。 ，
�

，
�

，

�� 是 ��

的点标号
，
�

�� �
�

�
，
任 ��

，
�

，

��
，
�
���

，
�
�一�

��灭
�，
�
�
任 ��

，
�

，
��

，
�
�
一�

，

又
�
一��一�

�
任 ��

，
�

，
��

�

但是
，
只有 犬

�，
�

， ，

又
，，
灭

。
能在 《�，

�
，
��中

，

矛盾
�

这就证明了 ���� 是不可能的
�

引理 � 设 ��� ��
，
�

，
��

，

则 � 不是优美图
�

证明 由前几个引理
，

如 � 是优美图
，

则 �一��
，
��一�

，
�

，
��

情形 ��� �
。
��

由 ����式
，

知 ���
�
�天

�

�贾
，
�灭

�
� �������或� �������

�

�
，
�

，
��是 ‘ �

的

点标号
，
�

，
�

，
��是 ��

的点标号
，

公共点是 。 ，
�

�

即 ����
�
��

，

由天
，，
贾

�

镇�
，

得 ��
，
万
�
镇

�� 如果 �一 ��
，
�

，
�

，
��

，

则 �� 只能取 �
，

这时
，
�
�

若取 �
，

则有两条 �� 线
，

若取》 �
，

则

尺
�

成���
�

如果 �� �一
，
�

，
�

，
��

，

则 ��� �
，

�
�
��

，
尺

�
� �

，

贾
，� �

，
尺

�，

又
。
任 ��

，
��

�

如果 �
。
��

，
则 �。 ���

，

有两条 �� 线
�

如果 �
。
��

，
则 灭

�
� �

，
�
。
���

，

有两条 �� 线
�

�
。
�

�是不可能的
�

情形 ��� �。 ��

这时
，
���

�

��
。
�又

�
�贾

�

李�������� ��
�

由 ����式
，
�簇��

�

�� ��
，
�

，
�

，

��
，

��
，
�

，
�

，
��

，
��

，
�

，
�

，
��或 ��

，
�

，
�

，
��

，

��
，
�

，
�

，
��

，

��
，
�

，
�

，
��或 ��

，

�
，
�

，
��

�

�
，
�

，
��是 ��

的标号
，
�

，
�

，
��是 ��

的标号
�

若 �一 ��
，
�

，
�

，
��

，

则 �
�
簇

�
，

又
�

镇�
�

因此
，
八《 �

，

乙��
�

由于 �，� �
，
���乙� �

，

这是不可能的
�

同理
，

�� ��
，
�

，

�
，
��

，
��

，
�

，
�

，
��

，
��

，
�

，
�

，
��都是不可能的

�

设 犬� ��
，
�

，
�

，
��

，

则 兀
�
簇�或 贾

，

簇�
�

设 �
�

簇�
，

则 �
�� �

，
��

有标号为 �� 的线
，

矛盾
�

设 贾
，
簇�

，

则 又
，
一�

�

�
，
�

，
�

，

��

是 ��

的点标号
，

�尺
� ，

又
。
�� ��

，
��

， ‘ 。 � �
，
贾

�
��

，

即 ��是 ��

的点标号
，
��是 �，

的点

标号
，

这就有两条边标号为 ��
，
不可

�

设 �� ��
，
�

，
�

，
��

，

则 �
，
��或 贾

�
一�

�

若 �
�
�

�
，

则 贾
�
� �

，
��

� ，
灭

�

�一 毛�
，
��

，
�

�
��

，
贾

�
一 �

�

�
，
�

，
�

，
��

，
��是 �，

的点标号
，
�

，

�
，
��

，
��是 �

�

的点标号
，

有两条边标号为 ��
�

若灭
�� �

，

则 尤
，��

，
�

�
二 �

，
贾

�� �
�

�
，
�

，

��
，

�� 是 ��

的点标号
，
�

，
�

，
�

，

��
，
�� 是 ��

的点标号
，

有两条边是 ��
�

设 �� ��
，
�

，
�

，

��
，

则 尤
，�贾

�
��

，

�
�� �

，
元

�
� �

�

�
，
�

，
��

，
��是 ��

的点标号
，
�

，
�

，
��

，
��是 ��

的点

标号
，

不可
�

�
。
一�不可能

�

情形 ��� �
。
��
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这时
，
���� ���镇尺镇��

�

犬
�
�天

，
� �

，
尺

�

�元
�

簇�
�

由 �
。
� ��

，

万
�
���

，

得 �
�

护�
，
��

叉
�

护�
�

��
�，

贾
�
�共有以下情形

�
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，

��
，
��

，
��

�

设 ��
� ，
�

�
� � ��

，
��

，

则 ��� ��
，
��一 ��

，

不可
�

同理 ��
� ，
�

�
� 一 ��

，

��也不可
�

设 �尺
� ，

灭
�
� � ��

，
��

，

则 ��� ��
，

了
�
� ��

，

有两条边长 ��
，

不可
�

设 �尺
�，

�
。 � � ��

，
��

，

则 �
，
的点标号有 。 ，

�
，
��

，
��� ��

的点标号有 。 ，
�

，
��

，
��

�

要得到标号

图 �

为 ��的线
，

必有 ��是 ��

的点标号
�

要得到标号为 �� 的线
，

必得两条相同的线
�

设 ��
� ，
�

��� ��
，
��

，
则 ��

的点标号

有 。 ，
�

，
��

，
��� ��

的点标号有 。 ，
�

，
��

，
��� 要得标号为

��的线
，

必有 �� 是 �
�

的点标号
，

要得到标号为 �� 的线
，

必

得两条相同的线
�

设 ��
� ，
�

�
�� ��

，
��

，

则 �
，
和 �

�

的点

的标号分别有 。 ，
�

，
��

，
��和 。 ，

�
，
��

，
��

�

要得标号为 ��

的线
，

必有 �� 是 �
，
的点标号

�

要得标号为 �� 的线
，

必得两

条相同的线
�

设 ��
� ，
贾

�
� 一 ��

，
��

，

则 � 有两条线为 ��
�

设 �尺
� ，

灭
�
�� ��

，
��

，

则 ��

和 ��

的点的标号分别有 。 ，
�

，

��
，
��和 。 ，

�
，
��

，
��

�

要得边长为 ��的线
，

只有 �是 �
�

的

点标号或 �是 ��

的点标号
�

若 �是 ��

的点标号
，

要得标号为

��的线
，

必有 �� 是 �
，
的点标号

，

这时 �
，
的点标号为 �

，
�

，

�
，
��

，
��

，
��� �

�

的点为 。 ，
�

，
��

，
��

，

要得边长为 ��的

线
，

就会得到两条相同的线
�

若 �是 ��

的点标号
，
则 �有两

条标号为 �� 的线
�

�
。
一 �不可能

�

最后
，

我们给出 � ��
，
�

，

��

因此
，
� 不是优美图

�

的优美标号 �图 ��
，

这就完成了定理的证明
�

参 考 文 献

��〕 ������ �
�

�����������
�

�������
一

�
�����

�

�������
，

〔�〕 柳柏滚
�

关于优美图的最近结果
�

应用数学
，
����

，

��
，
����

���

� ��
，
�

，
���� ����������� �镇�

���� ���������

��������

����
。

��� ������

��� ������

������ ��� �������� ������� � ��������
�

���� ��
， � ，

���� ��� ���������������

���
。

���� � �
，

�� ������
�

�� ������� �，�
，
�

，
��

’

�� ������������ �
簇�

�

�������������� ������ �������������


