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关于正则图的独立数的一点注记
‘

徐保根

�基石出课部�

摘 要

给 出 � 阶 �
一

正则图独立数的界限
，

并着重讨论 了其界的可达性问题
�

关键词
�

正则图 � 独立数 � 独立集

� 引 言

本文所指的图均为无向单图
�

����和 ����分别表示 图 � 的点集和边集
�

对于 �二�

���
，

若 �在 � 中的导出子图无边
，

则称 �为 � 的一个独立集
�

点数最多的独立集称为最大

独立集
，

最大独立集中的点数称为独立数 �或点无关数�
�

并记之为 刀
。
���

�

若 ��

和 ��

分别表示两个无公共点的图
，

本文用 �，
��

�

表示其联和
，

定义为

����
��

������
，
�����

��
，

���
�
��

������
，
�����

�
���卿 ��任���

�
�

，
�任���

�
��

，

上述未说明的符号
、

术语同于文献 〔�〕
�

� 主要结论

定理 �

则
�

�
�

平
�

�
吸况

�

卞 � �

若 � 为
，�
阶 �

一

正则图
，
�����

，

其中

定 理 �

成风 ‘�，成�‘� ‘�一�，

�晋〕，
·

���和 〔�〕 分别表示不小于 � 的最小整数和不大于 � 的最大整数
�

对 任意 自然 数
� 和 �

，

若
�
� �

，

且 �� 为 偶 数
，

则 存 在
�
阶 �

一

正 则 图�
，

使 得

夕
。
��� �二 ���� �

。 一�
， 〔鲁〕�

�

‘

定理 � 设
�� � �差� 一� ��，

�一走����，

其中
� ，

走
， �均为整数

，

且 �� �
，
�毛�镇��

若 � 为偶数
，

则存在
�
阶 �

一

正则图 �
，

使得

风���� �
一竺一�

�

�� � ��
�

本文于 ����年 �月 ��日收到
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定理 �

推论

定理 �

若 � 为 ��十�阶 �� 度正则图
，
�����

，

则 几������

不包含三角形的正则 自补图只有 �
�

和 ��
�

当且仅当
�
��时

，

存在
�
阶非空正则图 �

，

使得图 � 具有唯一的最大独立集
�

� 定理的证明

定理 �的证明
�

下界 夕
。
�����

王

今
�

�参见文献 〔
�〕即得

�

”
’ 「 “ ’

一 ‘

一 ��� ��夕
�“
�即

、 ‘ “ � 护� ” ‘ ’

上界中 风���簇
�一�是显然的

�

只证 几���成「要�即可
�

事实上
，

由于 �〕 �
，
设 �为 � 的一个最大独立集

，
风���一 ���

�

�
‘ 、

一
’一 “ ’

一
‘
����一

刁 ’

一 一一
’

囚
刁 ‘ 、

一
‘ ’

� “ 月 � “ � ’

�
� 、
一一�

’

剧
、 “ � ’一 ” 以

中各点的度数之和为 �
·

���
，
�中任意一点的邻点均在 ������ 中

，

故 ���� 簇�
， 一 ��� �

·
��

从而有

������ ���镇菩
乙

由于���“ ，为整数
，

�����

红封 �����

伽���
” 一�

，〔扣
·

证毕
·

定理 �的证明
�

���当
�
为偶数时

� �����

�。 �若 �成鲁
�令 � 为

，
阶 �

一

正则二部图
�

、
一

‘
目

’ 一 、 �
’ 、 一 ��

’ �

�， ’ 压
一乃

�

一即目
‘ 图 �的存在性是显然的

�

故夕
。
����要

，
由定理

‘

�得
�

夕
。
����兰

一「竺�
� �����

，� 、�一 左 ，
�百�户

‘�，若 ��普
�
令 � 为 �阶 ��一 �

度正则图
�

由于
�
��

，
���� 一 � ，�

为偶数
，

故� 是存在

的
�

取 �望瓦一��
�

显然 � 为
�
阶 �

一

正则图
，
几����

。 一�
，

由定理 �得 几����
� 一�

�

即 几

�。 �一 。 一秃一�‘� ‘�一�，〔普〕，
·

���当
�
为奇数时 ��此时 �为偶数�

�。 �若 �、
宁

�令 ��

为
” 一 �阶 �

一

正则二部图
，
显然 ��

是存在的
�

由文献〔�〕 ��一正则��

���二部图必有完美边无关集
�

故 �
一一 � 、 ， � 、 � 、 ，

� �

甲有 下余刁里二迈
，

特 仃�

‘

上 二 ， 、

二 � � � 一
、 ，� ， � 、 ，

��
、

古悍达下佘理见边快 刀�冉狱，
乙

增加一个顶点
� ，

并将 �
‘ �

� 、 ，、

� � � � 、 � 、 � ， � 、

…’
� ‘ � ，

�
、 、 � 、 �

� �
�

点�可上还百余独二迈的瑞点邹残
，
这砰得���一个

乙

�
阶 �

一

正则图 �
，

显

然有 月
。
����

旱
一

‘
〔普〕

，

由定理 �给出的上界得 几���一 〔菩〕一��
��

，一�
，〔要〕�

�

自 ‘ 乙

���若��宁
�

由于 �为偶数
， ，
��

，

即此时 ����一
， ，

故存在 �阶 ��一
，�
度正则图�

�

令 �望瓦
一 ，
�

�
，
�为

�
阶 �

一

正则图
，
显然

，

风����� 一�
�

由定理 �给出的上界得
�

夕
。
���� 。 一�

，
即

‘� 为奇数，， “ 。 ‘�，一 �一�一�‘� ‘�一�，

�普〕�
·

定理 �证毕
·

定理 �的证明
�

由于
��� �������� ��一 �� �无�����

，
�����

，
而且 � 为偶数

，

故
�
和 差不同
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为奇数
�

考虑到 �一 ��������
，

故存在 � 阶 �一正则二部图 � �显然 万 为 � 阶 �
一

正则图
�

且

当 �一 。 时
，

万 为完全图 � 当 ���时
，

夕
。
�万�一��

� ��
育

。
���� �

��

即有

�一 �
，

�� �
�

可见
� “ 。 ‘动一

�击�
令

� ��
一 ��一�� �

，
��表示 �一 �个 �� �阶完全图的并 � 取 ���

�

�万 � 显然
，

图 � 为

·
阶 ‘ 一

正则图
，
且 “ 。 ‘�，一风‘��，� “ 。 ‘万，一�一 ‘�

�击卜�
一

�

��一 ���������

�� �

塑 �
�十��

定理 �证毕
�

定理 �的证明
�

�反证�若存在 ����阶 �� 度正则图 �
，
�����

，

使得 夕
。
���镇�

�

显然只有 夕
。
���一�

�

设 �� ��
�，��

�为 � 的一个最大独立集
，

记 ����表示 � 点在 � 中的邻域
�

��
� ，
����

� ��

��话
������话 �一 ���

������
� ���� ���

� ，
��� ����

���一 ����
，�自��

� ���

即
�
������一�������一 ���

���门��
�艾��

，

从而有 ���
� ，
�自��

����� ��记 ��
� ，
�门��

� ���

��
。
�

�

���
，
�� �

� 。 ，�， ，��，… ，�，一 �
��

���
，
�� �

� 。 ，� ‘ ， ，� ‘ �，… ，� ‘ ，一 ，
��

�
，
����

�
����

。
�� �

�
����

�
��哎�

。
�

�

可见
，
�

，
在 � 中的导出子图为完全图

，
�否则

，
�
�

中存在两点
� ‘
与 �，不邻接

，

从而 ��
� ，

�，， � �

�为 � 的独立集
，

这与 几���一�矛盾�
�

同理 ��

在 � 中的导出子图也是完全图
�

又因为
“ 。
与

� �

和 ��均邻接
，
而 ��

�

卜 ��
�

�一��一 �
，

故 ��

和 �
�

中均存在与
� 。
不邻的点

�

如果 �
，
和 ��分别恰有一点与

� 。
不邻

，

则 。 。
点的度数 ���

。
�一 ���一��� ���一 �������一 ��

�������
，

矛盾
�

故不妨设
�
�
�

中 �，
与

“ 。
不邻

，
�
�

中 �’ ，
和 �’ �

均与 � 。
不邻

�

由于 �，
与 乙

中各点邻接
，

且与
� ，
邻接

，

故 ��不能同与�’
�

和 �’ �

相邻
，

不妨设 �，
与 ��

，
不邻

，

从而 �
“

�

��
，，
�’ ， ，� 。

�为 � 的独立集
�

这与 几�����矛盾
�

定理 �证毕
�

定理 �的证明
�

如果图 � 没有两个不同的最大独立集
，

则称图 � 具有唯一的最大独立集
�

充分性
�

由于 ���
，

可以如下构造

��� 当
，�
三�����时

，
�����

取 �望�号
一 ，
十�普

� ��

��� 当
�

三��
���时 � �����

� �
， �二

� � ，�十� �
、

取 �望�
竺二」� �

一
·

�
，
��

犷 ’
一

一一
�

’ 、

�

���当
�
三 �����时 � �����

� 阶非空正则图 �
，

使得图 � 最大独立集是唯一的
�

令
� �� ����������记 ���

�
�

�‘
��

“ 。
点为星 �

，，
�‘

的中心点
�

� 。 ，� ，，�� ，� 。 ，… ，
��，

�����
·

�
��� ��

， ，
�� ，… ，

��，�
其中

在图 �
�

，
�‘

� ��
·

�
�
�中

，

对一切 �镇�并�镇�� �将 � ‘
与 �、

邻接
，

这样得到一个
�
阶 �� 度
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正则图��

不难验证
�
上述对

。
��的不同情况

，

我们构造的
�
阶非空正则图 � 具有唯一的最大独立

集
�

必要性
�

只要验证
，
�镇

�
簇�时

，

不存在
�
阶非空正则图 �

，

使图 � 具有唯一的最大独立

集
�

当 �镇
�
簇�时

， �
阶非空正则图只有下列 �个图 � �

� ，
�

� ，
��

�，
�

‘ ，
�

� ，
��

和 �
�

�

显

然它们均不具有唯一的最大独立集
�

当 ���时
，
�阶非空正则图只有下列 �个图

，

按其正则度分类
�
�����

�� ��� �
。
和 ��

� �

�������和 �
‘ � ��� �

·

�
�� ����

�
�

显然它们均不具有唯一的最大独立集
�

定理 �证毕
�

� 定理的几点说明

对于 �
阶 �

一

正则图的独立数 �点独立数�
�

定理 �给出了其上界和下界 �定理 �表明了上

界是可达的 � 定理 �和 �说明了下界是否可达还取决了
，
和 �的关系

�

当然
，

定理 �中� 为

偶数仅仅是下界可达的一个充分条件
，

并非必要条件
�

定理 �肯定了具有唯一最大独立集的
�
阶 ����� 非空正则图的存在性

�

其证明过程中给出了这些图例
�

一个自然的间题是
�

当且

仅当
�
和 �满足什么条件时

，

才存在
，
阶 �

一

正则图 �
，

使 � 具有唯一的最大独立集�这还有

待于进一步探讨
�
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