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摘 要

讨论 了赋次范空间中线性算子 的 ������ 逆算子定理
，

闭图象定理
，

共鸣定理及

推论
�

关键词
�

次范数簇 � 算子簇
�
一致控制参数

定理 � 设 有 界 线性 算 子 �将次 ������空 间 �
，
��

，
�一 一 地 映 射 到 次������ 空 间

����
��上

，
�������，

则 �
’
存在且 �

一 ‘
任� ���，

�，
�

�

证 �
一 ’
存在且为 ����

�

的线性算子
，

关键在于证明 �
一 ‘
的有界性

�

令 �
�

� 丈�
�

��� ��
�

簇
� ， � 〔 �，

��
� � �

，
�

， …�，

从一� ��
二

�
，

则 ��
�尺 ���� �从

，

可以证明 ��
�

�中至少有一个在 ��

中的某个闭球中稠密���
�

设 从
。

在 ��

中的闭球

���。 ， � 。
� � 勺

� �任�
� ，

���一 �
。
��
�

镇
� 。 ，

�����中稠密
�

令 占
。
一

� 。

�
�

�
�” 。

，

则 �
，
一���

，
�在 ��

中的闭球 �‘ 一 妙
��任��，

��� ��
�

簇占
。
�中稠密

，

事

实上
，

任取 �任�
�。 ，

则 �。
��

，�
��

，
�。
一�

��
�� 都属于 ���

。 ，�。
�

，

因为 ” �。
士�

，
���一�

。 “
���

��
口 ��

�

簇�
�

�
，� 。
��少 ��

�

镇
��

�

于是存在 �
� 。

中的点�����
，
�与��“ ���一 �，

�
，…�满足

�����
�
� 夕。

� �
，� 。夕

，

��� ��
‘ ，
一 夕。

一 �
�� 。夕

·

庵� 今�

故
二 二��

，
一 � ‘ ，

一�� � �一不下
�

�，，一
止� ，�� � ‘ �人 工� �

几 一 �几

��
�� � 簇 �

，

��
，，�。

��

��
，
� ���“ ��，�镇 �

，

于是

即 �
，
����

，
�在 �

，。
中稠密

�

几 一 � ，

�，�
�

�
�
任 �

�
�

本文于 ����年 �月 �� 日收到
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用 �生
��
表示 �，

中的闭球 ��
�

���
“ �、
奋
�

，

用 � ��

���一材�
表示 ��

中的闭球 ��
�

��� ��
�

成

占
。

�
·

�
�

�
� �

，�一 �
， �

， …�，

则对每个 ” ，
� �。 乒�在 �

��

��� 一��
中稠密

�

� �任�
��

��材一� �

，

因 �
’

从�任�
�。 ，

故存在 ��
，
�仁�

�

满足
�

�� �九一�
’

����

��
�

止几 矛丽�一 ��

��立��
��

‘

�
�

��
�毛 �

�

�
月

�
�

， �

头 丁
，

于是

故

�
，

��
任 �生

�

��

���乒�在 �
��

���一材�
中稠密

�

下面说明 ���，�。 � ��

�月�一��

任取 ，任�
命

，

由于于又石百下。 ���一��

，
故 〕 �，

��
�

使

� 一 ��，
��
�

镇

� 一 ���
任 �

氏
��从风

’

古�

���一材�

�
目

一竺匕
���一材�

仁 ���乒�
，

即又

故〕 ��任�六使

� �
二 �

占
。

� 一 ，�
’

��
一 ��

’

��
��
�

乓 二了蔽二二了
‘ 丈性 ��性 �

由归纳法可证
�

存在点列 ��
�

���
�

满足

��� �
· 〔 �乒

，

��� ���一 ��沈
�

���
�
�…��之�

���
�

镇
舀
。

�
·� ‘
�

，

从
’

由于 习 “几 ， 又， �
���气自 乎

一 �
，

而 ��

为次 ������空间
，

故级数习二 在 ��

中收敛
�

令 �一

习
�

� ，

则

��� “ 镇 习 ” �
�

” 簇 �
，

即 �任�卜 因 � 是连续的
，

在 ��� 中令 ����得

� 一 ��
�

故 �任���
�
�

，

于是 �
��

��材一��
����

，
� 即

�
一 ’
��

，�

�� 一材�
�仁 �卜

� �任�
� ，

�笋 。 ，

则
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占
。

��
，
����少 ��

�
， 〔 �减铸�

，

因而 �
一 �

��
�

斌 ��川
�� � �，�

、�，，口��，了
、

�
尹

��一么少

�门��，

�
��

于是 �
一 �

��
�

城
� �

�一从妻�
一 �

�从斌 ��� ��
�

�
。
���

一 ’
川�

，

�从城 ��夕 ��
� ’

���
一 ‘
川�

�

�
�城域
氏

� ��
�

�

推论 � 设线性空间 � 上的两个次范数 ��
·

��
， ，

��
·

��
�

均使 � 成为次 ������ 空间且满

足

��� �「�镇 � ��� ��
， ，
� � 任 �

�

其中 �� 。 为常数
，

则 ��
·

��
，
与 ��

·

��
�

等价
�

定义 � 设有 ��
�从 �

，
��
�从�

，
定义 凡①��

上的次范数 ��
·

��为

����
，
����一 ��� ��

�

� ��� ��
�，
� ��

，��任 �，① ���

则最小控制参数为 �一��� �从
，

���
�

定理 � 设 �，
��

，
�

，
��
�风�为赋次范线性空间

，
� 是定义在 ��

的子空间 � 上而值域包

含在 ��

中线性算子
，

则 � 为闭算子的充要条件是

� ��
。

�� �
，

若 �
�

� � ，
��

�

� � 则 �� 一 �且 � � �
�

证 � 为闭算子
，

则 ����
�

���
，
�����任��是 �，①��

中的闭集
，
�几

，
�￡二

�任����
，

����
二 ，
��

�

�一 ��
，����一 ���

�

一 � ��
，
� ����

�

一 � ��
� ，

故��
，��� ����

，� � �二
�

充分性参见文献 〔幻
�

定理 � 设 ��
����

，
��
��

�
�为次 ������空间

，
�

��，
��

�

为线性算子
，
������

，，
若 �

为闭算子
，
则 �任���

， ，
��
�

�

证 ￡�①石�
�材�为次 ����。 �空间

，

这里 材��
���材

�，

材
�

�
，

定义于
�������

，，

于��
，

介�

�二
，
��于�是 �，①��

���的闭子空间
，

于是 ����也为次 ������空间
�

因 ��于��
，
�����

，
�

“ � “ ，
镇 “ � ��，

� ���� ��
�一 ����

，
��川�

，

故 于任� ��
，①�� ，

��
�且 � �于�一����

，
��于�一

�，，

由定理 �
，

于
一 ，
存在且连续

，
于是

��全
一 ’
����� 一 ����

，

����� 毛 ��于
一 ，

����� ��
� ，

“ � ��， 十 “�� ���镇 ��全
一 ，
�����

，
��

，

即 � 任 ���
，，
��
�

�

定理 � 设 ����为次 ����。 �空�司
，
��
��

�
�为赋次范空间

，

��
。

��
�任��任���

，
��
�

，

且对

每个 �任� 有

�
�
�

�
。

�

��� ��
，

�

��� ��
�
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证 令 ���� 一 �

叩��� ��� ��
，
�

，

则 ����是定义在 � 上的泛函且满足
� 〔 月

���������
，

�
�

�
� ， 、 ， 一

，

�
、
一

， ， �
�

�
�

， 、 、 ，
� ， ，， ， 。

‘“ ’ 众��� ，“ ’簇� ‘�� ’镇��

��� 尸�‘ ’ ，
� “ �， ‘ 任�� ” �一 ‘ ’一 ’ �， ’

·

�������刃蕊�������妇
，
� �

，
�任�

�

��� 显然
�

� �任�
， �任�

， �任� 有

�
� ， … �

�
�

�，
�

， 。 、 ，�
�

， ， � � 二
�
����

�

瓦 �刀 ���才
。
� ��，

头 ��丈 ·气。 � ， 日 ‘
簇

‘性 ’ �。 ��� “ � ” ”

�������
。
� ��

�

�镇
�������

。

������
，
�镇 �

，
���

����
� 〔 �

���
�

� ��
】
�旦从

�� �
， 、 ， ，

�
、 ， ， ， � 。 �

� ，

乍甲厂�又��气 �仁万�，气 ���
，�石 ��又�少

�

�以 �

��一 ��

��� � ���

� ����

����

���
�

�一 ��

�
。

�� 十 ��

，
�一

����

��
，
�毛

����

�杯

�
�
�

簇
�������

�
� ��

�

��
一 〔 为

����

。 〔 �

�
。
� ��

，
��

】���� ����
，

��
�
�� ���

�

夕 ��
�

�

����� ����
�

��� 对任何数 ���
，

集合从 一 ��
�
����簇��是 � 的闭集

�

由�� ‘ �之定义易证从一息 �‘
�

��及‘ ��
�

成是�
，

而 �‘
�

����‘ ��
，
镇龙�是闭集 �因孔任

���
，
� ，
��

，
因而从 亦闭

�

�一
，

以从
，

于是 哎从�中必有某个元素从
。 〔�习在 � 中某闭球 ���

。 ，
���一 ��

�

��，一 ��

��簇���

中稠密
，

因从 为闭集
，

故 ���
。 ，� 。

�仁从
。 �

任取 � 任�
，�共 。 ，

则 �。
� 了

平共 与 �。
一 石共浮手不

一

都属 于 ���
。 ， �。

�二从
，

故 � ��
。
�

�山 气“ 一 、 一
’ 一

� 一 ’
外 “ 一 ” ’

� ��� ��
� 一 ”

� ��� ��
曰 � ” ‘

一
‘
一 ” ” ” ’

一一
“ ’

�
一 ’

一”

澎罐下
�

甄
，“ ‘�� 一丽币

旦

金下
�

氛
又 ” ���一五了币

旦

畏下
�一尸�

赫箭
一

���，
由���有 川挤

�

弃三不卜川
不下

点
旦三下 十 二 。

� 万禁头
�

一 二。

�
、 ��� ��� ��� 、 �以 ��� �� ￡以 ��汪 �� ，

列简冷
正十���

� 尸

�
五歹
币
旦

雀下
一

���训
��

而

川瑟命鉴下�
、
益箭号币����

，

即
���

�、

鹦�����

于是对一切
“ 任�

，�任��

��介 、 鹦 ����一

即 ���
。

���鹦
·

推论 � 设 � 是次 ������空间
，
�，
是赋次范线性空间

，
�

，
�

�

任���
，
��
���� �

，
�

，…�若对� �
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��
，
�����一��

，

则
��� 】��

�

������
�

定理 � 设 毛��
·

�卜���’ 任��是定义在线性空间 � 上的一簇次范数
，

其最小控制参数分别

为 《��� 、‘ 。 ，�
·

又设对任意 ‘ ，，。 ，，工， 。 。 � 有

檬。
，

毗
为次范数簇的一致控制参数

，

�
。
�材

。
�为次 ������空间

，
设 �

‘
任���

。 ，
��从��满足

�������
‘� ��

‘
��� ��

，

�〔 �
� � 〔 �

�
�

�������
�

����十 ��
�

‘� �

证 � �
，
�任�，�尹 。 任� 由假设

籽卡
‘ � ，

特别 ‘ 一 ’ 时 ，

华
簇 ��

� ��，

又华
��工

，�弄
，

由于 ‘ ，
�任，是任意的

，

因此
，

对所有 二尹 。 任� 有
‘ 孟��

簇 �
�

又因为

� ， ���
夹 成 共冬二
� � ���

从 一 ���
�

二笋 �
�护 �

��
���。

��
‘
� �从

���� ��

��� ���

� 。��
，
日 ��

笋�
，�护�

，

使

一 。 ��
�。
����

。
�卜

，

于是

� �
��
���。

��
‘

��
���。

��
，

�从 一 的 ��� ����� 封
‘

众
，�� ，” �。 ’‘�

一 “ 一，从

锹
� �、 一 ��、 命

·

即 砂��从一 ‘ �鱿
�

令 ‘，� 得

于是

矿�从 从
，

从 簇 �
，

任 �
�

令 ����一 �耀州“�‘， ����
，

则 ����为定义在 �� 上的泛函且满足

���������
，
����夕�蕊�������夕�

，
�� ，少任�

。 �

���

矗一
尸���、 尸����、 、 ��尸���，

� · 。 二 ，� 。 �。 �

尸�一��一����
�

����
，

从� ��
�����簇��为闭集

�

显然
�

尸����� ��

�〔 �

镇
���
一七 �

���界
“ �

�从 �
�
���

今纤 ����� ��

一��������
�

��
‘
�

界� ��
‘
�

讯� ��
‘
�

、了几、、了、，������曰
产�、几了、了�、

同理可证

、

� �
�

����，声而 �� ����少
·
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由 ���
‘
�一 ��

���对
盛
� 门��

�

�〔 �

�
‘� ��

、 ，
� �〔 �，�任�

。
立即有 ��一 �������

�

��界� ��
‘

���
，
�

，

为有界算子
、

故 �
�

为闭集
�

由于 �
。
� �从

，

同定理 �可以证明
，

存在某个从
。

在 �
。
中的某个闭球 ����

，�。
�� 标

�

�，一�� �‘令，中稠密 ，

于是 尸
��� 、

鹦
���

即 �，州，、

鹦
�

推论 � 设 ���
·

��
，

���任�� 是定义在线性空间 � 上的一簇次范数其最小控制参数分别

为 �鱿��任�
，
五

。
�对

。
�为一次 ������空间

，
了
‘，
为从 � �从�到 � �城�的单位 变 换 满 足

��五
，

��镇�
，
� �

，

�任�
，

若对� �任�
。
有

气瞥�����
�

� ��

�������
‘
��

‘
��� ��

，

��� ��
�

证 对 � �护�任�
。 ，

��界声 ��
，
镇 ��几 � ��

‘
毛 � ��� 一�

‘ ，

� ��
，
镇 � ���

��� ��
‘ 镇 �

�

由定理 �

定理 �

����】��‘
����� ��

�

设 � 是定义在次 ����
��空间 � 的线性子空间 ����上

，

而 ����在
“
第二纲

”
赋

次范空间 ��

中的线性算子
，

满足

���� 是闭算子 �

���尺���是
“
第二纲

”
的

�

，，，有 ���� ���
，
必有 ��

中的一个原心球 �留
，
��

，

使 ���
，
��仁�����

， 。 �门����〕
�

��� ������
，�

证 ���，一雪
，
� ‘� 〔� ‘“ ，

备
，��‘�，�，

，

而 ����是第二纲的
，
故存在 ��

中的闭球 〔 ‘〕���
。 ，
占
。
�及某一 自然数

� 。 ，

使

� ‘� 。 〔��“ ，

音
，� ���，〕，� ��，。 ，“ 。 ，

·

而 ��，
。 ，
氏�。 � 。

��些
， 占

。

�
、

�
� �

‘ ，

� 二 �

而呀二丁 �
，

这里 似
，
为 石�

的最小径制参数
�

�以 ��� ��

事实上 ‘ 天叫合念�
，

� �� 一 �。
� �� 、 ��

�
� ，

���气� 一 丁下 少 ��� 二

资 �以 一� �

，��

�。

� 一 蕊

镇 �
，�� 占

。 ，

一一
�一�

仇�一�曰

故 脚夕任���
。 ，

氏�
�

于是可以证明

�〔���， 。 �自 ����」。 ��夕
， 占

。

���
一� 。
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这里 � 为 � 的最小控制参数
�

�，
� �

����
， 舀

。

���
�� 。
�� �

，�����夕
，��门����〕

一 ��〔� 〔��夕，。 �门����〕�� 尺���
�

因此 ������卜

参 考 文 献

��〕 �������� �
�

��
�
��

����
�
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