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摘 要

用矩阵的初等变换给 出 了同余方程 习久�
‘
三 ” ������有解的充分与必要条件

的新的证明
，
而且在这个证明中提供 了求解的方法

�

关键词
�

同余方程的解 �
求最大公约数的辗转相减法

� 互素 �
素因数

� 矩阵的初等

变换

本文讨论解同余方程

� ，��
十 ����

� … � � �

几 三 ������� ���

即求这个同余方程的解的问题
�

众所周知
�

同余方程 �” 有解的充分与必要条件是
� � ， �� ， … ， �二 ， ， 这 �� �个整数的

最大公约数 ��
， ， � �， … ， � � ，

��整除 �
，

记为��
�，��，… ，� � ，

����� 而且在 ���有解时
，
它

有 �
“ 一 ‘�个解

，

其中 �� ��
�， � � ，

一
， �� ，

��
�

对于这个结论的证明通常都是用数学归纳法
，

这样做虽然较为简单
，

但却没有提供求解的方法
，

很多数论著作就只讨论到此为止
，
没有进

一步讨论求解的方法
�

下面给出同余方程 ��� 有解的充分与必要条件的新的证明
，

在这个证

明中提供了求解的方法
�

引理 � 假设
� ，

�
， ‘
是三个整数

，
�并 。 ， �

与 �的最大公约数 ��
，
�� ����

， �
与

�
互

素
，
即它们的最大公约数 ��

， ‘ � � �
，

则存在一个整数 �使
���� 与 �互素

，

即 �����
，

�� � �
�

证明 因为 ��
，

�� 一���
，

所以记
� 一自�

，
��认�� 时

，

由最大公约数的性质知道 ��
， ，

认君� 一 �
�

此外还可以让 ��
，， 召� 一 �

，
��

， ，
�� � �

，

而且
。
护�时

。
的素因数都是 �的素因

数
，

于是又有 ��君
，
��� 一 �

，

��
，
�
�
� � �

�

又因为 ��
， �� 一 �

，

所以 ��
，

��
�
� 一 �

�

现在

取 ���，，

得 �����
，

�� � ��
�����

，，
���

�
�

，

在这里用反证法很容易证明 ������
�

与��认

没有相同的素因数
，

即是说 ��口���
， ，

���
�
� 一 �

�

这就证明了存在一个整数 �使 �����
，

�� � �
�

证毕
�

本文于 ����年 �月 �� 日收到
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�

解 同余方程
� �二 ，

� � ���

�… �����

二� ���� 阴 �

�
二

�

�

�

久��︸�����二�

引理 � 假设 ��

为零
，

从第二行起的各行元素形成一个单位矩阵
�

则可以对它的列进行初等变换化为整数矩

阵

���︸�

��
止

��
�� 一�之

�
。

�一 ���

��
� � ��� �

�
���

‘
十仇�

�‘
�…�认��� 、 ��。一�

，
��

� ，

艺副�︸︸︸
� ���

川 � �

���
�� 一��

其中第一行元素只有 �护 。 ，

并且 ��
， ，
�，

，

�、，
� � �

，
�簇�簇

�
�

证明 众所周知
�

根据矩阵的初等变换知道
，

取一个适当的整数乘矩阵 � 的某一列的元

素的结果加到它的另一列的元素上去
，

可以使矩阵 � 的第一行的某个元素的绝对值变小
，
这

样不断地做下去
，

最后可以得到一个第一行只有一个元素 �不为零的矩阵 �
， �

又根据求最大公约数的辗转相减法知道
，

对矩阵� 的列进行初等变换变成矩阵�
‘
以后

，

它 们各行的
�
个元素的最大公约数是不变的

，

因此
，
��

， ，
��

，

一
，
�

。

� 一 ��
， … ，

�
，
一

，

�� � ���成立
�

按矩阵的乘法
，

把一行
�
列矩阵 ��

， ，
��

， … ，
�
�

�分别乘矩阵 � 的从第二行起的各列得

�， ·

�十 一 � �
， ·

�� 一 十 �二 �一 阮
， �一 �

，
�

，
�

，… ，�

再假设对矩阵 � 进行了若干次上述的列的初等变换而变成了整数矩阵 �
‘

后得

几���︸

��
��� 】�，

并且 阮�
��

�久�
��

�… �民��月 � ，��
一�

�‘ ， ��

��。 一 ��

��� �

一一�

的元素的结果加到它的第 �列上去得矩阵�，’�

�
， … ， �

�

于是

���� ，��
�

然后又把整数
亡
乘矩阵�

，
的第 �列

几几︸�
�，

��，

� ��
，‘

十 ���‘

��
一川 ��。 、 ，、� … ��。 二 ，〕，

� ���� � ，�，

����

一一
即

�

��� 、 ��。

这里 占
，
��

�，
���

�。

��吞
�
��

��

�
��

�‘
��…�吞�����十 ，�，

� 召�‘�� ，�‘
�� ����

�，
��

���，
�…��。

���� ，�，
��

��，�

二
�

十久��
‘

�… �民��
。 十 ，��

�一��
，
��

，二
由此可见这样不断地做下去

，

当把矩阵� 变成了矩阵

� 时
，
�南

，
�久咖

孟

�… �久���十 �〕 ‘
一�一定成立

�

最后来证明矩阵 � 的第 �列中有一个元素 价
�

满足条件
�
��

� ，
�“
� 一 �

，
�镇�簇

、 �

当矩阵 � 进行列的初等变换变成了整数矩阵 �
‘
以后得到
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�’ 一 �
� “

�

口 �止 口 �月

�� �
�� 一�� … � ��� 一�� … � ��� 一�二�

时
，

第一种情况是看得出�
‘
的第 �列中有一个元素 ���满足条件

�

��
�‘ ，
瓦�� �

，
�镇�镇

� ，

这

时矩阵 �
‘
就是矩阵� �第二种情况是看不出 �

‘
的第 �列中有元素 ��

‘

��镇�镇�� 与 �
�

互素
，

但看得出有一个元素���与��，互素
，
�簇�簇

� ，

�护�，
在这种情况下算出 ����

，
�
二

�一�来
�

若 �

一 �
，

这时矩阵�
‘
还是矩阵 �

�

若 �护�
，

则按照引理 �算出 �一���来
，

其中 ��
，

��� 一�
，

��
，

�� � �
， �
并�时

君
的素因数都是 �的素因数

，

然后把 �乘 �
‘
的第 �列元素的结果加到

它的第 �列上去
，

这样得到的矩阵就是矩阵�
，
因为它的第 �列中有一个元素

� 。
���

。
满足条

件
�

��
。
��久，，

�
�

�一 �
，
���蕊

� �
第三种情况是看不出矩阵 �

，
中有上述二种情况

，

这时在

矩阵 �
‘

的第二行至第
�
行中任取一行

，
不妨就取第二行

，

然后在保持第 �列的元素不变的要

求下对 �
‘
的列进行初等变换

，

变为第二行中除
� ��

外只有一个元素 介，尹 。 时为止
，

这样得到

矩阵 �气

、

�
���井������

��
������声、������
�

��
�

�
，，
�…

�

�
��

…退
〕，

��。

�勺勺︸�气���︸

���� �〕�

�

口 �目� ��‘

�

���� ���

�

���

������︸肠��，︸

口�月� 一�� ���� ��� ��一� 一��

由前面的证明知道矩阵 � 的第二行元素的最大公约数与矩阵 �
��

的第二行元素的最大公约数

相同
，
因此 �� ��

， 。 ， … ，
�� 一 ��

， … ， ��，， “ ，���， … ，
�� 一 ��

�， ，

��，�
�

再由矩阵�
‘

的第二种情况知道矩阵 �
”
或者是矩阵 �

，

或者可以变为矩阵 �
，

两者必居其一 证毕
�

在引理 �的证明中提供了一个对 已知的
�
个整数

� ， ， �� ， … ， � �

求使
� ���十内�

�
十…�‘ 叭

一 ��
，， �� ， … ， ��

�成立的整数 �， ，
��

，
一

，
�
�

的方法
�

这个方法比现在数论著作中常见的

方法好
，

在 ���时更显得出它的优越性
，

值得提倡
�

例 � 求使 ����叮�� �����
�
�����

�
�����叮

�
一己成立的整数 口，， 。 � ，

�� ， 口� ，
�

，

其中��

�����
，
����

，
���

，
�����

�

解
�

���� ���

”

一
�

�
�

作定阵 �一，。

�
�

� �

����

�

����

�

“
�

·

在矩阵� 中第 ’ 列减第 �列
，

第 �列减第

� �
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�
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� ���

� � ���

�…�� 一

��二���
��，�

�列
，

第 �列减第 �列乘 �得矩阵 �
�

��� ���

�

���

�

�
� � � �

一 � 一 � �

在矩阵 �
，
中第 �列减第 �列乘一 �

，

第 �列减第 �列乘

�
，

第 �列减第

�

�列乘 �

�

一 ���

�

�

一�

�

得矩阵 材
�

一� 一 �
�

从矩阵风 中得 �� �一���
，
����

，
���

，
������ ���� 叮

�

一�

� � �

丹匕，�二������

一一从

� �
，
����

， ��� 一 �
，
�‘
一 。 时使得

����� �十����� �一 ���� �����名� �� ���成立
�

定理 同余方程 ���有解的充分与必要条件是 �� �
，

其中 �一 ��
， ， � � ， … ， �� ，

��
，
并

且 ��� 有解时关于模 � 共有 �
’ 一 ’�个解

�

证明 条件的必要性显然成立
，

因此只证明条件的充分性成立
�

若同余方程 ���中有 ��
‘ ，
��� 一

，
���簇

� ，

这时 ��
� ， ��， … ， � � ，

��一 �
�

为方便

起见不妨认为 ��
�，
�� 一 �

，

在这种情况下把 ���改写为
� ，��

三 �一 ���� 一 ����
一

· · ·

一 � �

�������
�

���

其 中 ��
� ，
�� � �

�

由同余方程
��三� ������有解的充分与必要条件知道

，

在 ��� 中 ��
，

�� ， … ，
�

�

取定为任意整数时 �，
关于模 � 都有唯一解

，

这就证明了 ��� 有解
，
即是说 ���

有解
�

由于 ��， ��，

一
， �

�

可取任意整数代入 ��� 去求 �，
时都有解

，
这对于模 � 来说 �‘

总

共只有 姜三 。 ，
�

，
�

， … ，
�一� ����二�这 � 个互不相同的值

，

其中 �一�， �
，
一

， �
�

这 �

��一�� 个整数总共可分为 �� ， ��， … ， �
�

的 ，一 ’
个不同的组合

，

每一组 ��， ��， … ， �
�

代

入 ���都使 �，
有唯一解

，

从而得到 ��� 的一个解
，
因此

，
��� 关于模 。 总共有 �

’ 一 ’
个解

�

这就证明了在这种情况下 ��� 有解时共有 ，’ 一 ‘
个解

�

若 ���中 ��
， ， � � ， … ， � 。 ，

��一���
，

并且 ���
�

由引理 �可求得整数 ��， ��， … ， �
� ，

，。 � �

使
� �，��� ����…�� 。

�
�

���
�� ，
��

，

并且不妨认为其中 ��
， ，
��一 �

，

再约去 �得
� ’ ��

三�一 �
��

�
一 �
��

�
一

·

一
�
二�

。

�����
‘
�

�

���

其中 �一�
‘
�

，� ，

����
，
�� �

，
�

，… ，� ，

又把 ���改写为
�
��

，
� �
��

�
� … �

�
二�

二

三 �
‘
�����

‘
� ���

由���知���中�
�
�

，。
玉

， … ，。
孟

，
�

‘
�� �

，

因为�、�
，
�

‘
�� �

，

所以���等价于
�
�。

��，
� �
�。

，���… �
�
孟口

，�
�

三吞
‘ �������

，
�

�

���

代���入���得 ��

三吞
‘ ��一 �

��
�
一 �
��

�
一

·

一
�
二�

。

�����
‘
� ���

其中 夕�

三�，
�����

‘
�

，
少‘
三�，�‘

一�
‘�，
�����

，
�

，
���

，
�

，… ，�
�

���

显 然
，

由 ��� 的一个解可算得 ��� 的一个解
�
反之

，

把 ��� 的一个解代入 ��� 中
，
因

���
，
�

‘
� ��的缘故也算得 ���的一个解

，

而且只有一个解
，
又由前面的证明知道 ���总
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共有

个解

为

�
’ ” 一 ’
个解

，

因此 ��� 也有
，� ” 个解

�

不难看出 �� � 只有这
，，�

” ‘
个解

�

任取 ��� 的一

�工

三�。 ，
�����

，� ‘
�

，
��

三��������
‘
�

，… ，�
。

三�。 ，

����，� ‘
�

，

把这个解换成以
，�
为模恰好分

� �

三 � 。 ， ，� 。 ，
十 �

’ ，�。 �
� �，� ‘

��

三 ��
� ，

��
�
� �

‘ ，

��
�
� ��

’

一 ’ �

一工
���

， … ，�此

十 �� 一 ��，，“ ����
，� �

，

� �� 一 ��，�
‘
������ �

，

���

�
，

三 � 。 。 ，�。 。

十 �
‘ ，
�。 。

� �，� ‘ ，

一
，�，，，

� �� 一 ��，，
�‘
����，��

其中�一��
‘ �

���中的 山
�
个同余式 总

�

共可组合成 �，， 二�， … ， ，

二 。

的不同的组合为� 组
，

每

一组 � 】 ， ��， … ， �
�

都使同余方程 �� �成立
，

显然也使同余方程 �� �成立
�

这就证明了

��� 有解
，

而且有 沉 ”
·

�一�
月 ’ ·

�个解
�

反之不难看出以
，澎 为模时

，

同余方程 ��� 的

以 � 为模的 沙 个解是 ���的一个解
�

这就证明了同余方程 ��� 这时有解
，

而且共有 �
” 一 ’ ·

�个解
�

证毕
�

在上述定理的证明中提供了求同余方程 ��� 的解的方法
�

例 � 叙述同余方程 ����
，
�����

�
� ����

�

二 ��� �������� 的解法
‘

解
�

州�

�
���

’��

…‘

…。

…。

� �

��� ��� ���

����阵

作矩阵 �� 在矩阵 � 中
，

第 �列减第 �列乘 �
，

第 �列减

��得

��第 �列乘 �
，

第 �列减第

�

�列乘

��� 一 ��

一 �

一 ��

一 �

�
� 。 � 。 一 ��

�

在矩阵 �
，
中

，

第 �列减第 �列乘一 �
，

第 �列减第 �列

乘 一 �
，

第 �列减第

�

�列乘一�

� �

得矩阵 材
�

�

� �

�
�

一 ��

�

一 �� 一 �

一 �

� �

一 ��

一 �

�

�

�

����
�

因此
，

这个同余方程有解
，

而且有 ���， ·

�� 个解
�

从矩阵从 中又得到 ���又 ����� �

。 ����� �一 ������又 �一 ��
，

而且 ��� 的乘数一 �与这个同余方程的模 ��� 互素
�

约去 ��

后把上式改写为

��三 一 �� �又 �� �� � ��������
�

���

另一方面把这个同余方程也约去 �� 得

��，
� ����

十 ���
�

三 ��������
�

����
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�

解同余方程
� ，� �

� � ���

�…�����

二�������

再把 ���代入 ����得 ��
，
� ���

�
一�

�

三��������
�

此即

夕�

三 一 �� �夕�
� ��少��������

�

����

其中 ��

三��
���

�
�������

，
夕�三��

�������
，
夕�

三��
�������

�

����

在同余方程 ���� 中
，
��，

��可取任意整数
，

因此
，

得到 �，
二 。 ，

�
，
�

，

一
，

�� �������
，

脚

三 。 ，
�

，
�

，

一
，
�� �������

�

把 �，
和 ��的这些值分成 ��

，
个不同的组合分别代入 ����中

就求得 ���� 的全部 ��
�

个解
�

把 ���� 的解分别代入 ����中就求得同余方程 ���� 的全部

��� 个解
�

把 ����的每一个解换成以 ���为模
，

就可以分组成所求的这个同余方程的 ��� 个

解
，

因此
，
����的全部 ��

，
个解都换成以 ��� 为模就求得出所求的全部 ��，又 ��，

����，义 ��

个解
�

在同余方程 ���中
，

当
�� �时像例 �叙述的那样来求它的解不但可以

，

而且同现在流

行的各种解法比较起来
，

就一般性而言还是一个好方法
�

例 � 解同余方程 �����三�����������
�

解
�

����

作矩阵 �一�
’

� �

����

��
·

在矩阵 � 中
，

第 �列减第 �列乘 �得矩阵 �
�

·

少

从

����

�

�

一���

一�

�

一���

一�

�

�

一���

��

�

一���

��

一���

一�
�

在矩阵 �
，
中

，

第 �列减第 �列乘一�得矩阵��
，

从

��

��

从

� �

一 ���

一 �

�

一 ‘�
�

‘�
�

一 ��

一 ‘�
�

’�
�

一 ��

�

一 ���

���

�

在矩阵 �
�

中
，

第 �列减第 �列乘 �得矩阵 �
�

�

�

在矩阵 �
�

中
，

第 �列减第 �列乘 �� 得矩阵 �
�

�

�

在矩阵�
�

中
，

第 �列减第 �列乘一 �得矩阵从
，

由矩阵�
�

中得到 �����
，
����� 一 �

，

因此
，

这个同余方程有解
，

而

且只有一个解
�

由矩阵从 又得到 ����� �一��������� 义 ���� �
�

于是同余式 ����� �一

����三���
�������成立

�

再从这里得到 ����义 �一 ����� ��二�����������成立
�

因此 �三

一���� �����������
，

即 �三 一 ������������为所求的这个同余方程的唯一解
�
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