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微分方程数值解的泛函估计
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作者在泛山 分析的基础上
，
运用 �����即 空间理论中的在入定理

，
得到 了�个枯

计式
，

即式 ��、
�

���
、

��� 和 ����
�

不论是常徽分方程还是偏徽分方程
，
是

线性还是昨线性门题
，
只要方程所对应的泛函是严格正定的

，
就可用这些式于

来枯计方程数值解的误差
�

在计算时
，
可 不考虑差分或有限元等计算格式是否

收敛
，
只 须在求 出数

�

值解 �后
，

再求出泛函 � ���的值
，

即可对数值解 了的质

童进行评枯
�

这正达合实际需要
，

尤其是在求解昨线性问题时相 当方便
�

严格正定泛函
� 谈入定理 � 泛函导数

����
�

�

� 对应于严格正定泛函的变分问题的数值解及其误差估计

�，
中泛函的驻函及其近似解的误差估计

本来可直接讨论 ， 维情形
，

但在 �� 中有关常数可以估计得更精确
�

本文侧重于应用
，

所

以
，

单独处理 �� 中的问题
�

���对于泛函

“ ���一
卫
“ �二 ，

��二，
，

尹 ‘二，，�二
���

设 ��
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�对括号中的三个变量有二阶连续偏导数
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幻
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�

我们约定
，

若 �任�
，
使 厂 ���� � ��� ���是当 了�� 时 ����的

“
泛函导数

” ，
见文献 〔�〕中��

���则称函数 � 是泛函 ����的
“
驻函

” �

这是
“
驻点

”
概念的推广

�

我们得到

引理 � 对于泛函���
，

若 �任尸
�

为其驻函
，
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尸���妻 凡� ��

��� �
，
���任 〔� ，

�〕 �礼 为某常数�

�我们称满足条件���的泛函���为
“
严格正定泛函

”
�

对 �了任�
�，

有最大模估计式

���

����
�任 〔� �

吞〕
�����一 ����� 成 � 具�￡�了�一￡�尸��
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肉
���

蛋� �与
一

备
，

扮 十 �
一

备
乙

� 一 �一 �
��一�

� 一 ���

证明 记 尸全一 谧���������〔 �� 伍
，

习
，

���� 一 。 一�����
，

对�了���任尸
�，

令 �一�� � ，

显

然 “ 任�全
�

考虑

��，�一

��
���

，
� � �一�

，
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乙

在此
，
占�是泛函 ����在 �一� 处的一阶变分�参看文献 〔�〕中 尸

�

���但 尸 ���一�
，

故 占�一 �
，

又

鲁
�

·
���，
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，
� ��。 “ � ，
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于是

令 �一 �
，

得

�� ��公
，〔。 � ， �

， 。 ， 。 、 。 ， 。 、 、

夸尧 一
下 叹乙 气厂 叫卜 �“ ， 一 乙 气厂 少，。

人 �

��
�
��忘

��。 � � ���一 � ��乳
，�。 � ， �

， 。 ， ， 、

乏告�二 ，犷 �乙 气�少一
八 �

�����
�

根据著名的嵌入定理 �参看文献 〔�〕 〔�〕或 〔�〕 ，
一维 ������� 空间�

，，，�口�可嵌入 ����空间
，

且

���一 � ��
。 ��� 《 � ���一 � ��

， ，���
�

�二

一
�· 、�
合
�‘ �

合
�
一 ‘ ，

�‘ � “ 一 ‘，，

� � �一 ��

于是 ��� 式成立
�

证毕
�

注意
，

由 ��� 式容易看出
，

���对于泛函

这时 � ��� ������力且泛函 ��力的驻函唯一
�〔 户�

��了�一

��
‘ �二 ，

了
，， ，

二���
·

���

设 � �
· ， · ， · ， ·

�对括号中的四个变量有二阶连续偏导数
�

又记

�� � ����������任 �
�

咖
，
�〕 ，
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��� �
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尹���� ��，
����� �。 ，
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我们得到

引理 � 对于泛函���
，

若 �任尸�
为其驻函�即可 ������

，
且矩阵

「�，， 乙��’ �
川

� 一
�与

‘
与

‘
与

尸

� 的特征值

���’� �刀 乙即」

入��
，

����
，

�’ ���
，

尸�� ” 对任何����〔 口以
，
幻 均满足

凡��
，

����
，

广���
，

尸����� 凡� �
�

���

�� �
，
�

，
�� � 任 以

，
�〕 � 凡 � �����二

�我们把满足 ���的泛函 ��� 也称为
“
严格正定泛函

”
��

则对�了任尸
�，

���式均成立
�

证明略
�

对泛函 ���而言
，

若

��� � �
，
�扩 三 �

，
�灯 � �

。
� � ��� � �����

�

�
�

���

这时矩阵 � �见引理 �� 可能有一特征值为零
，
于是估计式 ���不能用

�

在这种情况下
，

我们得到如下引理可供试用
�

引理 � 对泛函 ��� 而言
，

若 ��� 成立
，
且 � 是泛函 ��� 的驻函

，
则对�厂任�

�
�见引

理 ��
，

有估计式

���一
簇���一 � ��

���。 �
���

�� � �一 � ，
口 � 〔� ，

�〕�

证明略
�

顺便指出
，

对泛函 ���来说
，

若
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��， � �
。
� �

，
�护 二 �

，
�灯 � 。 ��

。
� ������

则对��任�
， ，

显然有估计式

���一 � ��
���。 �

， �
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一
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二 、 、

芝妞 二一 了 艺吸乙 吸��一 乙叹户 ��
�

�
。

���

�
�

� �
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中泛函的驻函及其近似解的误差估计

���我们要用到一个估计式
，

即对于有界域 口��
� ，

当�任�� ���时
，

有

�����
�，�。 、

镇 ����。 �备�
， � �������，

��。 》 �

�，�

��
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��月��

此式可参看文献 〔�〕
�

但此处的常数是 自己估算出的
�

��� 驻函的近似解的误差估计

为叙述方便
，

仅就 �维情形作较详细的说明
�

所有结果均适用于
二
维

�

但在使用嵌入定

理时
，

估计式与维数有关
�

对于泛函

��，�一
丁
���

，， ，
���

，，�
，，’ ‘� ，，，，，�‘� ，�，，‘ “ ，

����
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盆，
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· ， · ， · ， · ， ·

�对括号中的 �个变量有二阶连续偏导数
�

记

尸
�
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，����� �
，���

，
��。 � ��二

，���
�

和上文一样
，

当 �〔 �，
满足 公 ��� � 。 时

，

称 � 为泛函 � �力 的驻函
�

现在设矩阵

值的特征

，������������
�����宁
�右乙
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，
�

，
�

，

人
，

儿�在 � � �，
中满足
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了

，
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，

���� 凡� 。 ，

�二 �
，
�

，
�

，
凡� �����二

�这时也称泛函 ����为严格正定的�

于是
，

用与引理 �相同的证法可得

����

����一 ���� ���一 � ���
�《�，�

���〔 �，
� ����

一凡�
李

所以

���一 � ��
����，

， ��
， � ， ， 、 。 ， ” 、

尧受 � �二一 气乙 气�， 一 乙 气� 少
。

� 与
����

又由 ��� 式及 ����式
，
得

���一 � ��
��‘。 ，

镇 �����。 �备 ����

于是
，

我们得到

定理 � 若泛函 ���� 为严格正定的 �即矩阵 � 满足 ����式�
，

则估计式 ����和
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‘ ��� 均成立
�

我们还得到

定理 � 对于泛函
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设 ���
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几
，
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，
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， ，
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，
�对括号中的 �个变量均有二阶连续偏导数

�

又设 �〔 �
‘
� 汀

��
，
������

，
��任�，�口�

，

��
� 。 一��

，
� 是 ����的驻函�即 �

，
���一 ��

�

有界闭域 门仁�
，
的边界

日月 充分光滑
�

若矩阵

三三获介洲
获琪井获洲

的特征值

入��
，
�

，

�
，

人
，

几
，

几
，

��
， ，

几
，
�在 口 � �

‘
中满足

入��
，
�

，

�
，

人
，

��
，

几
，

��
， ，

��
，
�� 凡� ��

��一 �
，
�… ，

�� 凡 � �����
�

则对��任�
， ，

有

����

�了
，��任 �

���二
，

妇 一 ���
，
��� 簇 � ����

�� � �是某个与 �无关的常数�

证明 用与引理 �相同的证法
，

容易得到

�一 � ��
� ��。 �

， ��
，
�

， ， 、
�

，
�

、 、

尧尧 � �戈�� 气乙 气�少一 乙 气厂 少少
� 八�

���� ���

根据 ������� 空间中的嵌入定理 �参看文献 〔�〕 ， 〔�〕 或 〔�〕�，
当维数

���时
，

�
， ���可

“
紧嵌

”
人 ��门�

，

所以有 ����� 与 �无关�
，

使

���一 � ��
���。 �

簇 � ���一 � ��
二��。 ，，

于是 ����式成立
�

证毕
�

对
�
维情形我们得到了一般结论

�

因叙述太繁
，

故略
�

� 计算实例

�
�

� 非线性常微分方程的边值问题一例

求非线性问题的近似解有许多麻烦
，

但若用泛函 ����为指标
，

在计算机上进行 自动控制

就非常方便了
�

对于如下间题
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广
，
���

�� �

�����
�

一�
户���

一
。 。 一 〔。 ，

�〕

一
石

·

�� �
卜夸

，

显然泛函 ����一 �
，。
告��’’

�
� 一，一 �

知
��� 的 ����� 方程正是�

。 �中的方程
，

所以问题�
“ �的解

�
’
��� 一

、

“ �
， ’

�
、 ‘

��
’ ‘

一
“ � �� �

一 月
’ ‘
一 �

’

一
‘ ’ “ � �子

铸
’ 少
八 �

’ 一

刁

�
” 一 ’ “ �

盯

��� 是 ����的驻函

由

、
﹄
��，���

击产价产

�
卜、、，�‘，，

�’户声户」乙
��厂

， 一

了�

‘ 乙，�

可见其特征值

几
、
� 产 �

‘〕 ，
穴

由引理 �知���式可用
，

且 �� �
，
�

。
二 �

�

于从
，

对于

��任 �� 一 ��������’ �� 任 口阅
，
�〕 。 �

厂�的 一 了飞
一 �

八 �� �
丫下

有

���一 � 抖
�，、�，

簇
�才丁�万硕�不

二丁
一

了汀万
�

�由此式可见���的解唯一�作差分方程

����

�
�

，
�人

� �
一 �几 � 几

一 ，
�一 合几

�� � �
，
�

，… ，
� 一 ��

�� 一 了万
，

几 �
了万
�

用叠代格式

�几军
， ” 一 �异

�“ �‘ � 几，玉” �
�一�

一一��’
取初值为

��护百 一
丫万

���
， �

�
十 斌 �

， 尺 “ 。 ，
�

，… ，

� �线性插值�

在实际计算时
，

可不管差分方程 ��
‘
�是否有唯

一

解
，

也不必考虑叠代格式收敛与否�这正

适合工程界的需要�
，

只须在求出差分解后
，

立即在汁井机上求出它对应的泛函
，

即可判断此解

的优劣
�

用差分法
，

只定出 ��一�‘介
，，
�‘一 。 ， ，，… ，

��这 �� �个值�其中 ����及 厂��� 为事先给

定 �现在规定 ����为定义在 〔�，

均上且通过 �十 �才

线
�

即

了���� 八
一 �
� ��了

，

一 �
‘

点�
、 ‘
女

，

�
’

�
介

，，， “ 一 “ ， ‘ ，

一�，的折

一少��
� 一 �

�



华 木 文 通 大 学 学 报 ����年

当

于是泛函

�任碑于卫
，

荟〕
，

�二一�
，
�

，… ，、 �
�� ��

��。 一

仍
�，���
韧

�� 一

誓身
、 一 、 一

���击乡
八

�� 一 ��
一 �

’

取 ���
，
叠代 �� 次后得如下结果

近似解 精确解

儿� �
�

��������� �一 了万�����
一 ，

几� �
�

��������� ����
�

�������

几��
�

��������� ����
�

���������

������
�

�������� �，
��

�

���������

又取 ���
，

叠代 �� 次后得

近似解 精确解

人��
�

��������� �� 了万
�

�����
一 ，

几� �
。 ��������� �，��

�

���������

几� �
�

��������� ��
��

�

������

����
�

�� �
�
��

�

���������

��� �
�

��������� �
�
��

�

��������

����
�

��������� �。 ��
�

���������

人� �
�

��������� �
。
��

�

���������

����� �
�

�������� �，
��

�

���������

由泛函 �值即知 ���时的数值解较优
�

在此例中精确解 � 已知
，
由此可得 ������

�

��
�

于

是由����式得

���一 � ��
‘ ���� 《 �

�

���������
�

�当� � ��

�
�

� 偏微分方程的边值问题一例

对于如下边值问题

��� �
��

二

���� � ���� ���� � ���夕�����
，
��

，
��任 。 ，

��
，。 � ���

，
少�

，

口 一 ���
，

刃 ��� � 成 �
，
�《 � 簇 ��

�

��。 � �的具体表达式为

， ， � 、

�
， ，

���，��� 丁 ��� 一 �少��
一‘

一 �少�
任

， ， ‘ 、

�
， ，

���
，
少�� 令�

�� 一 ����
�，
一 ���， 、

一
， “ ，

�
’ �

�
， ，

���
，
��� 舟�

�名 一 ����
�二

一 ���， 、
一

’
一

�
、

， ， � 、

�
， ‘

�
一

��
，
��� 舟��

毛
一 ����� 一 ��

，

， 、
一 一 �
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‘
�

，
并用叠代法求解

�

取 ���及 ���
，
分别算出两个解

�

与此

二解对应的泛函 ��了�值各为 ������
�

����及 ������
�

���
，

可见后一解较优�详细计算过程及

数值结果均略去�
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