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图 的 自 同 构 群
’

周 尚 超

�基掀谈 部
、

摘 要 讨论 了笠换群 可 图的充分必要 尧件并给 出若于类可 图的兰换群
�

关键词 图 �
自同构群

分类号 ����
�

�

� 引言和定理

设 � 是集合 � 上的置换群
�

若存在图 �
，

仗浮����� ��图 � 的 自同构群�
，

则称� 是可

图的
�

凡是与 � 恒等的群也称为可图的
�

哪些有限置换群是可图的�这是图与群中的一个困

难的问题
·

������「” ，

李乔 ” ，
�����「

’
和 �������「‘ �等人都提到过这个问题

，

讨论这个问题的

文章不多
�

���� 。 「�三用穷举法列出了 ��������上所有的置换群并指出其中的可图群
·

����。

还证 明 了 当 �� �时
，

循 环 群 �，
和 交 代 群 �，

是 不 可 图 的 �可参 看文 献 〔��，

习题 ��
�

���
�

�
�

�
�

��� 。 川证明了 � ���� 度的可迁交换群是不可图的
�

�
�

�
�

���
����等人川证明了

�

设 ���是由�生成的循环群
，

�一人几…人 ����� 是 �的不交的轮换分解
，

若��
�

���且

��
，
�整除 �人���� �

，
�

，

一
， ，�

，

则 ��》 是可图的
�

本文如无说明均采用文献 〔��的记号和术语
�

本文还采用下列记号

����
�

图 � 的边集 �

�� �

邻接
�
和 � 的边 �

��
�，
��〕 �一 ��� �� 任�，，� 任�

�

��

����
，
����

�

这两个记号都表示 � 是 � 上的置换群
，
� 是群

，
� 是集合 �

��

簇�
���，

是 ��

的子群 �

�
，
��

���
，
是 ��

的子群且 �，
共�

��

���
，
�
�

图 � 的以 � ，
为顶点集的导出子图 �

���
�

最大公因数 �

�����
�，
��
�
�
�������

�

�
，

��
�

��
�

��又��
� ，
��

�

当 �
，

中任意顶点在 � 中的度都相等时
，

它表示 �‘
顶点的度

�

收稿 日期
�一���一 ��一 ��

�

周尚超
，

男
，
一���年生

，

教授
�

江西省自然科学基金资助课题
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石
�

当 ��� 时
，
万一�一� �

����
�
� ���

� ��
� 任���

��
����邻接 ��

� �与 ��
��的边 �

��
�

它既表示由一个
�

轮换生成的循环群
，
又表示

�
边形

�

设 �一����
，“ ，�任�

�

若存在 �任�
，

使 ��� �一 � ，

则称
�
与

� 相似
�

根据相似关系
，

我们

得 到�的一个划分
�� � �，

��
�

�… ��
， �

�
‘

中任意两点相似
，
�

‘

与�
，
��’ 护�� 中的点不相

似
�

�
，

称为 � 的轨道
，

��
�

�称为 �
，
的长

，

我们称 � 是 ���
，
�

�

��
�

�
，… ，

��
�

��型群
�

如果 ��� �

��
，

则称 � 是���
，，，

��
�

�
，… ，

��
�

��型图
�

若
� 一 �

，

则称 � 是可迁群或点传递群
，
� 称为点

对称图
�

对每个 �
，
� 诱导出 �

‘
上一个可迁置换群

，

这个群用 �
‘
一���

�

�表示
�

若 刀 是 � 的若

干 个轨道之并
，

则 � 诱导出的 � 上的置换群用 ����表示
�

这时 �簇����千��石�
，
�����

� 。 �����
�

当 � 只是由一个轨道组成时
，
����是点对称图

�

设 ���������万�
，

则称 ��关于和�是可分群
�

����称为 ��关于和 �的因子
�

显然可迁

群是不可分群
�

设 �
，
� ��

，
�

，
�

，
�

，
�

，
��

，

几� ��
，
�

，
�

，
�

，
�

，
�����

，
��一 ��

，
�

，
����

，
��

，

则������

� �
，
�

，
��都是 �阶循环群

�

但是��
��三�

�

是不可分群
，
��

��三�
�

��
�

和 ����二�
�

��
�

是可分

群
�

定义 设 �
‘
��一 �

，
�

，… ，

��是 � 的轨道
�

�����是这样一个图
�

它有
�
个顶点 �

‘
��’ � �，

�
，

… ， � �
�

�
‘
�，
任�����尸��片��� ��

， ，
�

，
�� �

，‘ ����称为置换群 � 的轨道图
·

设 �����有 �

个支
，

第 �个支的顶点集用 �
，

表示
�

如果 叼
，
一 ��

， ，
�

。 �… ，
�

‘

�
，

则我们也用 �
，

表示 �，
��

。
�

… �认
’

例 �

山

合
�
�△ �

�

�

�

合
�

乙 几

图 �

图 �中的图 � 的群 ������ 具有 �个轨道
���一 ��

，，
�� ，

���
，
��一 ��

，
�

，
�

，
�

，
��

，
��
� ��

，，� �，

� �，� ‘ ，� 。
�

，
��
一 ���

�

� 的轨道图有 �个支
�

即有一条边 姚�
�

和两个孤立点 �，
和 �二 �个支的

点集为 ��
��

�，
��
��

�

��
�，
�。
��二

�����
�
�����

������
�
�

�

其中 ���
�
�二�

�
�对称群�

，
���

�
�三�

。
��

、 ，
�

，
是二面体

群
，
���

�
�一�

�
�单位群�

�

� 的 �个因子中
，
�
�

是可图的
，
��

也是可图的
，

但是 ���
�
�不是可图

的
·

如果 �����可图
，

那么它的图必须是两个 ��

�� 边形�或两个 �。
的补图

�

此图只有一个轨

道
，

因此 ���
�
�不可图

�

���
�
�虽然不可图

，

但是 ���
�
�的因子 �

、
是可图的

�

本文主要证明了下列定理
�

定理 � 设 � 是有
�
个轨道的置换群

�

�的轨道图 �����有 � 个支
，

这 � 个支的点集是
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��，
��，… ，

�二 若 � 是可冈的
，
则 � 可分解为 � 个因子之和

������
������

�
��…����

�
�

�

一 个可图群的因子可以是不可图的
，
一个明显的例子是�

， ，
当�� �时�

，
才是可图

的
�

�，�����，� ，

当 ���时
，
�
�

不可图
�

文献 【幻中证明了 �

设 �
‘
可图��’ � �

，
�

，… ，二 ，。 》
��

，

则 ������…���

不可图的充分必要条件是 ��

二凡����
，
�

，… ，
的

，。 《 �且 ��
是只有一

个图的可迁群
�

如果 自同构群是 � 的互不同构的图只有一个
，
则称 �是只有一个图的群

，

例

如 ��
和 �。

都是只有一个图的群
�

例 � 二面体群是由这样两个元素五 和 几 生成的
�

六���群的单位元�
，

几� �
，

方
’
��几

�方
’ �

设 石� ��
，
�

，
�

，
�

，
����

，
�

，
��

，

几� �����
，
����

，
�������

，
��

�

则二面体群 �� ���
，

几�轨

道 图是两个孤立点 ��� ��
，
公

，
�

，
�

，
��

，
��� ��

，
�

，
��

，
�
����，

��
���，

���
�
�“ �。 ，

���
�
�“

�卜 因为 ������
，

����
�
�����

���� ��
、
�� ��

。
����

，
�护���

������
��

，

由定理 �
，
� 不可

图
�

定理 � 设 �是可图的置换群
，
���������万�

�

若 ����是可迁群
，
则 ����是可图的

�

定理 �说明可图群的可迁因子是可图的
�

设 � 是可图群
，
����是 � 的一个不可分因子

，
如果 ����是可图的

，
那么我们要研究哪些

群是可图的
，
只要研究不可分群就行了

，

即只要研究轨道图是连通图的群就行了
�

我们作如下

猜想
�

猜想 设 � 是可图的置换群
，
则 � 的不可分因子是可图的

�

� 定理的证明

设 �二����
，
叭����� �

，
��

�

若 ，��，，。 〔 ��，

使
�。 〔 ����，

则称�
�

与 ��
邻接

，

也称 �

��
��与 �����邻接

�

若印
�，
��〕�����

，

则称 ��

与��

完全邻接
�

若 ������只有一个点
，
则

称 ��

与 。 邻接�完全邻接�
�

若 ��

与 ��

邻接且 ��

与 ��
不是完全邻接

，
则称为真邻接

�

引理 � 设 ������
，
��

与 ��

是 � 的两上轨道
�

若 �����
�，
�����

，
则 ��

与 ��

不是

真邻接
�

证明 设��
�
���

，

��
�

�一
�

�

设
“ ，。 任��，

��
中与

“
邻接的点有

，
个

，

即 “ �，“ �，… ，
瑞

�

存

在 ���
，

使得 ����� 。 ，

而 ���
‘
�任�

�

是与 � 邻接的顶点
�

即对 ��
中任意点 。 ，

都与 ��
中

�

个点邻接
，

即把 ��

与 ��
邻接起来的边有 ��

条
�

同理可知对 ��
中任意点 角

，

都有 ��

中的 �

个点与之邻接
，
把 ��

与 ��

邻接起来的边有 耐 条
�

�，���
，

由于
�
镇

� ，�《 � ，

�����
，” ���

�

只

有
，� � ，��， 或 ，��� 。 两种可能

，

即 ��

与 ��

要么不邻接
，
要么完全邻接

�

证毕
�

定理 �的证明

设 ����� �
�

� 的轨道图有 � 个支
，

这 � 个支的点集是 ��，
��，

一
，
�二 若 ���

，

则 ��

几几… ，

��
，
关 是 �

‘
上的一个置换

�

���
‘
�� �关�存在 ��几…人…��任��

，
因此有 �《 ����

��

� ���
��…������

，

我们只要证明每个 ���
‘
��� 就行�

�

设 关〔 ���‘
�

，�������
�

若
��

�����刀
‘
��

，

则关�。 。 �����。 �任����
�

若
���

‘
�丑

‘ ，。 ��，二万
‘ ，

则大���〔 � ‘ ，

人���一 。 ，

由

引理 �
，
�‘
与 �，

完全邻接
，
因此 人���与关�。 �邻接

�

若
� ，。 �万

‘ ，

则 人��。 �� 。 ������
�

即 关

把 �的边映射为 � 的边
，
因此 关任�

，
���

‘
�《 �

�

证毕
�

定理 �的证明
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设 ������
�

��������⑦�
�

���
�

�

则 ����镇�
������

�

如果 人任�
������

，

类似

定理 �的证明
，
人把�边映射为�的边

，
因此人 任 ����

，

人 任� �� �
，
� ���� ���� �� �

�

����是可图
�

引理 � 设 �一��� �
，
� 是 � 的若干个轨道的并集

，

则 ���������万�的充要条件是
�

对于 � 的任一个轨道 �
‘
与万的任一轨道 �，，

都有 �、
与 �，

不是真邻接的
�

证明 设 ���������万�
，
丸任����

，

则 ��任�
�

设
“ 任�

‘ ，

则 �任�，，
则对 认 中任一点

石
，

有 人任����
，

使 人����石
，

�
�
�����

，

即 � 与 �
‘
完全邻接

，

因此 �
‘
与 �，

完全邻接
�

类似

定理 �的证明可证充分性
�

由引理 �可得不可分 自同构群的图的特征
�

定理 � 设 ����，�是不可分群
，

则对于 � 的任意两个轨道 �，
和 �

‘ ，
存在轨道 ��，

�� ，

… ，
�

， ，

使得 �，
与 �，

真邻接
，
�，
与 ��

真邻接
，… ，

�
，

与 �
�

真邻接
�

定理 � 设 ��� ���
�

�，
与 ��

是 � 的两个轨道
�

若 �����
� ，
��
�一�

，

则存在 �成�簇�
，

使得 ��

中每个顶点恰与 ��
中的 �

���个顶点邻接
，
��

中每个顶点恰与 �，
中的 户，��个顶点

邻接
�

这里 �一 ��
，
�

，。 � ��
�

�
�

证明 由弓�理 ‘ 的证明得 ��一 �，，

号
�一
号
�� 由于号与晋互素

，

所以
。
�‘ 整除 �� 设

�一�。 �

�
，

则 ������
�

证毕
�

例 � 设 � 是��
，
��型不可分可图群

�

它的两个轨道是 �，� ��
，，���

，
��
� 哎�

，
�

，
�

，
�

，
�

，

��
�

设 �一��� �
�

由定理 �
，
�

，
��

与 ��

真邻接
，
�，
中每个点恰与 ��

中 �个点邻接
，
��

中每个

点恰与 �，
中一个点邻接

�

设 ���
�
�是 �度正则图

，
�� �

，
�

，
�

�

�如果 ���
，
则在补图 否 中

，
���

���，
百����

�

这样的群有 �个
�

�‘
�������� �

，
�

，
�

，
���见图 ��

�

��一�����
��

�
�

，
��
���

�
� 。 ，

��� �人
，
���

，
��
� �几

，

���
，
��� ���

，
��

，

�� 》
�

其中人� ���������
��，���

，
几� ��������

，

几� ��������
，
��� �����

�

图 �
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� 度镇�的所有可图置换群

���度蕊�的可图群

群 �
，

�
�

�
�

�
�

��
�

图 �
�

�
�

�
� ��

�
�

为
�
阶完全图

，
�一 ��� 二 ，�

是
，�
个点的茄

���度一 �的可图群

�
�

十�
，

�
�
��

�

万
�

��
�

��
��

�
����������

�
，�， �

�

��
二 �

���度一 �的可图群

��
��

�

�
�

��
，

�
，
�����

�
，
�����

����表示任何一个 �度可图群
，
����表示群为 ����的一个连通图

�

下同
�

���度一�的可图群

�
�
��

，
� �，

��
�
� �，

�����

�
，
�����

��
十�

�

��
� ��

� �
�

��
�

群 �
�
��

�

图 ��

��
�

����
，
��

�
� �

，
��

， �������
�

��
� 又

�

��
� �

�

���
�

�又
�
�

群 �������������� ���������
，
��

�� ��� ��
， ，
�
��

�
�

��
�

其 中 ��� �������
� �� �� ��

，
������

�� ���
，
��是将三角形 ����增加 �点

，� ，，� � ，� �

和 �边 �� �，

�� �
，
�� �

而得的图
·

�
，
� ������������

，

��� ��������
�

万 是 �边形 �������再加一条边 ��而得的图
�

�。
的图未
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�
图的 自同构样 ��

画出
，

它是有 �个点的么图
�

�参看文献 【�」�
�

���度� �的可图群

群 �
，

�
�

图 �争 �，

�
�
十�

�

��

��
�

�
�
��

�

�
�

��
。

�，��
�

�
�

��
�

���
，
����

�

���
，
����

，

�
，
�����

�
�

�����

其中 ���
，
��表示 �度��

，
��型可图群

，
���

，
��是群为 ���

，
��的连通图
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