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强紧式仿紧性在连续闭映射下的逆象

汪 火 云

�基础课部�

摘 要

关键词

分类号

证明 了强紧式仿紧性在完备映射下 的逆象保持 不 变
，
且将这一结论与积空问联

来得到一些结果
�

强紧式仿紧 �完备映射 �积空间

����
�

�

设 � 表示一个拓扑空间
，

令 �表示空间 � 中紧子集的全体
，
��表示空间 � 中形如 �尸

� ，

尸�二
�

的子集的全体
，

其中 ��� 尸一�
�

又如 “ � 《�� ��任��
，
���

，

则记 �

一 �知
。 ��任��

，
�“ �

，

� ���
� ���

门�尹必
，�任��

空间 � 中的集簇 �一 �。
� �����称为紧有限的��� 有限的�

‘〔月 ，

如果对每个 �����任

������二 有限
�

空间 � 中的集簇
�� ��

� ��任��称为是强紧有限�强�� 有限�的�月 ，

如果 云一 �石
� ��任��是

紧有限���有限的�
�

� 称为紧式��� 式�仿紧空间���
，

如果 � 的每个开复盖都有紧有限��� 有限�的开加细
�

� 称为强紧式�强�� 式�仿紧空间〔�� ，

如果 � 的每个开复盖都有强紧有限�强 �� 有限�

的开加细�这里的
“
加细

”
具有覆盖 � 的性质�

�

现在给出本文中所使用的术语
�

���如果对拓扑空间� 的任一开复盖
� ，

存在具有集簇性质�尸�〔翻的开集簇
，加细 � ，

就说

� 具有性质��兀注
�

集簇性质�尸�是指强紧有限�强 ��有限�
，
� 具有性质���是指强紧式�强

�� 式�仿紧〕
�

���设 � 是拓扑空间 � 的子集
�

如果对于 � 的每一个由� 的开集组成的复盖
� ，

都存在

� 中的开集簇
， ，

使
，
在子空间 公

�

中有性质 ���
，
且

�
部分加细

� ，

覆盖 �
，

就说 � 有性质强
�

一 ���

���具有集簇性质�尸�的集簇 “ 称为具有遗传性集簇性质�尸�的
，

如果对每一个 �任 “ ，

任

取 �
。

�� ，

令
，一 ��

。 �����
，，
在子空间 云

�

中也具有集簇性质�尸�
，

这时也说集簇性质�尸�是可

遗传的
�

收稿 日期
�����

一
��

一 ��
�
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，

男
，
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显然强紧有限
，

强 �� 有限是可遗传的
�

因为�� 〔 �任
�

���任��扣
‘

�
，

则 �任���任���
，

由于 � 是
�
的精密部分加细

�

由
“
是

强紧有限 �强��有限 �知
，
�仅交

�
中有限个成员的闭包

，

进而�仅交
�
中有限个成员的闭

包
�

现给出一个基本定理
�

为此先叙述两个条件
�

条件��� 如果
，
是 � 的具有集簇性质�尸�的开集簇

�

�
�
��� 是连续的闭映射

，

则 �
一 ‘

���一 厦广
，
���

��任，�是 � 的具有集簇性质���的开集簇
�

条件��� 如果 �� ���
。 ��任��

，
� � 〔 � ，

开集簇 �
。

于 耐 子空间中有集簇性质 ���且

���
��任��也具有集簇性质�尸�

，

则 � 具有集簇性质�尸�

基本定理 设 �是 � 到具有性质�尸�的空间 �上的连续闭映射
，

且� �任�
，

�
一 ’
�妇是具

有性质强
�一 �尸�的子集

，

集簇性质�尸�可遗传并满 足上述条件 ���
、

���
，

则 � 也具有性质

�尸�
�

证 设 “ 是 � 的任一开复盖
，
� �任�

， “ 是 广
’
���的由 � 的开集组成的复盖

，

由于 广
’

�刃具有性质强
。 一 ���

，

故存在 � 中的开集簇
“ ’
���相对于了二石了具有集簇性质 �尸�

，

使得

� ‘
�夕�部分加细

� ，

覆盖�
一 ‘
�少�

，

从而�
一 ’
�夕�仁 � 《� ‘

��
‘ 〔 � ‘

�夕��鑫�
勺�

，

则�勺�是�中开

集
�

令

��少���丫�����夕��
，

则 �
一 ’
���夕��仁��夕�〔事介 七

�

�
一 ’
��������

一 ‘ 〔�丫�����夕��〕

一�丫
一 ’

������刃�������� �刃 �一武必 〕 ，

由于 �是闭映射
，

故知 ����是 � 中开集
�

且由

于 广
’
�刃仁��刃

，

即知 �任��刃 〔因为
，
否则若 少任��户 一�丫〔����刃 〕 ，

则 �任厂汉���必 〕
�

从而存在 �任������
，

即 �任����
，

使 ����二�
�

因而 �任广
‘
��������

，
矛盾 �〕

�

亦即 �� ��

���
��任��是 � 的开复盖

�

由于 �具有性质���
�

因而存在具有集簇性质�尸�的开集簇
，
加细

� 且覆盖 ��

对每个 �任� ，

选取 ����任�
，
使 ������

�

一
，

刀�以 �
一 ’
�����

一 ‘
����������������

�

且

令

�� ��
‘
���门� ，

��
‘
任� ‘

�介 �厂��
，
�任，�

由于 �是连续的
，

故 � 是 � 中开集簇且加细
“ ，

下证 � 覆盖 �
，
且具有性质���

�

���� �任�
，

即 ����一 �任�
�

由于
�
覆盖 �

，

所以存在 �任 ， ，

使 �任�
，

故 �
，����厂

一 ‘，

���
�

而 �
一 ‘
���仁�������� ���

‘
��

‘
任��������

，

故有
� ‘
任� ‘

������
，

使 ��� ‘ ，
因而 �任

�
一 ‘
���门�，

任�
，

即 � 覆盖 �
�

���对每个 �任� ，

令

����� 谧�
，
���门� ，

��
‘
任� ‘

�������
，

则 �� ������
�
�任�

�
�

由于集簇性质���可遗传性
， 。 ‘

���� ” 相对于石不丽丽
二具有性质�尸�

，

故 ����相对于

����
‘

具有性质���
，

且因 �
一 ’
�����������

，

故

����
’

� ���
‘
���门� ‘

��
， 〔 � ‘

�������

一�
，
���门��丈�

‘

��
‘
任� ‘

�少�����

��
一 ‘
���门��夕����

��
一 ’
���
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由条件 ���知 ��
，
���� �

。

������
，�具有集簇性质���

，
又由条件���知 � 具有性质

���
�

引理 � 设 � 是 � 中的闭子集
� ，� ��

。

�
� 〔 ��是 � 中开复盖

，

且 � ’

��
�

如果
�
在子空

间 � 中是强紧有限�强 ��有限�的
，

则
�
在 � 中亦是强紧有限�强 ���有限的

�

证 �����任走���
，

若 �门��必
，

��� � 不交 ， 中任何成员的闭包 �若 ���转必
，

则

��� 为 � 中的紧子集
，

因而 �门� 仅交
，
中有限个元的闭包

，

不妨设 �门� 仅交 �
�，
犷
� ，

…… ，
犷

， �

� � 〔 ，
���

�，
��，… ，

�
。

�
，

都有 ���自��必
，

即 �门���门�门��必
，

故 � 仅交
� 中有限个元的闭包

，

因而
� 于 � 中是强紧有限�强 ��有限�的

�

���� �任�����
，
这时不妨设 �� ��

� ，
��二

�
�其中 �� �一��

�

当 ��� 是无限集时
，

必有��
�

�二
�

门� 是无限集
，

不妨设��
�

�二
�
��� 互尸

。 �‘
�二

�，
�尸

。 �‘
�二

�
是收敛序列的子列

，
故 ���

�
， �

一�
�

由于毛�二
‘
�黑

�

���闭集�
，

故 �任�
，

因此 ��� 为� 中的 ��集
，

仿上可证 � 仅交
，
中有限个元的闭包

�

若 ��� 为有限集时
，

由于 ， 在 � 中是强�� 有限的
，
因而 云� ��

���

，�在 � 中是 ��有限
，

因而 云在 � 中是点有限的
，

因此有限集 �门� 仅交
， 中有限个元的闭

包
，

不妨设 �门� 仅交 歹
�，
��，… ，

又
�

� ��，
���

，，
��，

一
，
�

�

�
，

都有 ���门犷一必
，

即 ���

���犷门��必
，

因而 � 仅交
�
中有限个元的闭包

，

因而 ， 于 � 中是强�� 有限的
�

定理 � 设 �是拓扑空间 � 到强紧式�强�� 式�仿紧空间� 上的连续闭映射
，
且����

，

�
’
�刃是 � 的强

�一

强紧式�强
�一

强�� 式�子集
，

则 � 亦是强紧式�强�� 式�仿紧空间
�

证 利用基本定理证明
，

验证满足基本定理一切条件即可

���强紧有限�强�� 有限�是可遗传的
�

���验证满足条件���

设
�� ��

。 ，�任��是 �的强紧�强 ���有限的开集簇
�

记 �
一 ‘�，�� ��

一 ’
�����

。
任��

�

��

〔 �������������，

因为 �是连续闭的
，

故 ����任���������任������
，

故 ����仅交
�

中的有限个元的闭包
，

不妨设 了���仅交下标属于有限集 �仁� 的元素的闭包
，

故�
�任�切

，

有 ����门犷
�

�必
，

又因为
�

�
一 ’
��

�

�门� 仁�
一 ’
��

�

�门�

��
一 ‘
�犷

。

���
一 ‘
������

仁�
一 ‘��

�

门������

因此
，
� �任�切

，

�
一 ’��

。

�门�一必
，

故 � 仅交 �
一 ’�，�中有限个元的闭包

，

即�
一 ’ ���是强

紧有限�强 ��有限的�
�

���验证条件���满足

设 �一 � 《�� ��任�
�

�
，
� �任�

� ，
�

�

于子空间 耐
’

中是强紧有限�强�� 有限�的
，

且 ���
��

任��是强紧有限�强�� 有限�的
�

�� 〔 ���任���
，

由于���
��任�

�

�是强紧有限�强 �夕有限�的
，

故 � 仅交 《，�����
�

�

中有限个元的闭包
�

不妨设 � 仅交下标属于有限集 ��

��
�

的元素闭包
，

因此有
�
� �任�八

�
��有 �门而��必

·

当然 � 更不交 ��’ 中元素的闭包
·

即 � 仅交 �
，

中的元素的闭包
， “ 任几

因 �
�

在子空间 奋�中是强紧有限�强�� 有限�的
，

由引理 �
，

则 �
�

在 � 中亦是强紧有限

�强 ��有限�的
�

故 � 仅交 �
�

中有限个元的闭包
�
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因此 � 仅交 � 中有限个元的闭包
�

推论 � 设 �是 �一� 的完备映射
，

若 �是强紧式�强 ��式�仿紧空间
，

则 � 亦是如此
�

证 因为�夕任�
，

广
，
�户是紧的

，

则 �
‘
�必是强

�一强紧有限�强
�一强 �� 有限�

定理 � 设 � 是紧空间
，
�是强紧式�强 ��式 �仿紧空间

，

则 � �� 是强紧式 �强 ��式�

仿紧空间
�

证 因为 � 是紧的
，

故投影 � �
� � ���是完备映射

�

由推论 �知定理 �成立
�

引理 � 设 �是空间 � 的一个强紧有限�强 �� 有限�的开复盖
，
� �任�

，

工是强紧式 �强

�� 式�仿紧空间
，

则 � 亦是强紧式�强 ��式�仿紧空间
�

证 设
�
是 � 的任一开复盖

，

则� �任�
，“ �

乙一 佃�乙
��任��是 乙子空间的一个开复盖

，

故 ��
�
在 �中存在一个强紧�强 ���有限的开加细

，��
，

使得���乙�
’

�乙

��任乙
，

令 ��
� 咬�门���任

，
�
乙�

，

则 ��

是覆盖 �
，

且是 � 中的开集簇
�

由于
，
�
�
于 乙中

强紧有限�强�� 有限�
，

故 �� 于 �中亦强紧有限�强 ��有限�
，

再由引理 �知 �� 在 � 中亦是

强紧有限�强 ��有限�的
�

令 �� ���
� ��任��

，
则 � 是 � 中的开复盖且加细

“ �

下证， 亦是强紧有限�强 ��有限�

的
�

由于 �是强紧有限�强�� 有限�的
，

故��任���任���
，
� 仅交有限个 �中成员的闭包

，

即 � 仅交��
� ��任��中有限个集簇中的成员的闭包

，

又因为� �任�
，
��
又是强紧有限�强 ��

有限�的
，

故 � 仅交 � 中有限个成员的闭包
�

故引理得证
�

推论 � 设 � 是 �
�

的局部紧的强紧式�强 ��式�仿紧空间
，
� 是强紧式�强�� 式�仿紧

空间
，

则 � �� 亦是强紧式�强 ��式�仿紧空间
�

证 因为 � 是 ��

的局部紧的
，

故 � 有一个开复盖
，� ��

。 ��任��
，

使得
�
� “ ��

，
�

。

是紧

的
，

又因为 � 是强紧式�强 ��式�仿紧的
，

故对
，
存在一个强紧�强���有限的开加细

�� 咬�
。 �

�任��
，

使得
�
� �任�

，
石

。

是紧的�因为 石
。

是某一 �，的子集�
，

由定理 �知 石
�

� � 是强紧式 �强

��式�仿紧空间
�

由于 “ � �
� ��任��是 � 中强紧有限�强 �� 有限的开复盖

，

故拓
。
� � ��任��是 � � � 的

一个强紧有限�强 ��有限�的开复盖
�

因为
，
��任��

� ，
��任��

� 、 ，
�

，

令 �
� ，
�

，
分别是 � 于 �

，
� 上的投影

，

因此
，
�� 任����

��
，
任�����

，

或相应地 �
二
任��

���，
任哪

丫
�

�

由于�
�

。 ��任��是强紧有限 �强 ��有限的�
，

故

� 仅交下标属于有限集 �
。
仁� 的佰

。 ��任�
。
�中的元的闭包

，
� �任���

� ，

有 �
�

�石
。

一必
�

故

� �任���
。 ，

�门瓦石了���
二

�石
。

�又 ��
，
����必

，

即 � 仅交�
� 。
�� ��任��中有限个元的闭包

�

由引理 �知
，
� 丫� 是强紧式 �强 ��式�仿紧空间

�

注 � 强紧式仿紧空间不具有有限乘积性
�

在 【�」中指出 ，

存在 ����
�
��

�
�� 直线 �

，
�是仿

紧的
，

正规的
，

但 ���是非亚 ����
�����

注 � 定理 �中的 �能否改为
�
� �任�

， �

厂
’ �户是 ��������的呢�

文献【��中的例 �作出了否定回答
，

文献 【�〕中的例 �还进一步指出
，

对 �的要求也不能改

为
�
��任�

，

�
一 ‘
���是仿紧的

�

顺便指出
，

文献【�〕中的公开问题 ，

文献 【�」中早就作出了
�

否定的回答�文献 【�〕中的例 ��
·
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