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摘 要

关键词

分类号

引入 了图的相对结合数的概念
，
讨论 了它的性质和某些图的相对结合数

，

得到它

的下界
，

它与图的�������� 连通性的关来及联图的相对结合数子结果
�

连通图 �那域 �点独立数 ，最小度 �联图 �相对结合数

����
�

�

几 之 � 性些
�

� � � 七万

本文仅讨论非平凡的简单连通图
，

所用术语和记号均可参阅文献【�〕
�

文献���中
，

�������引进�图 � 的结合数 �������即

�������� ���
必 铸�二护

柑���捧犷

�����，
���

其中 ����一�����一����
��” �

‘

受到图的结合数的定义的启发
，

我们引入图的相对结合数的概念
，

其定义如下
�

定义 � 设 � 是连通图
，
兜 � 的相对结合数 ����定义为

����� ��� 《���一 ������
�

日拼���

刊 ���笋护

若 �
’

��
，

且 �
’

护必
，
���

’

�护�
，

使 ����� ��
’

�一 ����
’

��
，

则称 �
�

为 � 的一个相对结合

数集
�

对于某些特殊图类如完全图 �
�

�����
，
圈 �

�

��》 ��
，
路 �

�

�。 妻��
，
星 �

�
一

��，���和完

全偶图 �…等可较易地直接求出它们的相对结合数
�

如有
�
���

�

�二 一 ��一 ������
�

，� ��一 ，

一 �����
。 二�� �� 一

�
��当

。
为奇数时

，
���

�

�� 一 �
，
���

。

�� ��当
。
为偶数时

，
���

�

�一 �
，
�

��
�

�� ��

收稿 日期
����� 一 ��一 ��

�

�
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� 相对结合数的下界

定理 � 设 古���是图 � 的最小度数
，

且
�任����

，
��� ��舀���

，
�一����

�

� � �。 ��任不
，

���
，
����二��

�

贝������� �� �一占���
�

证明 由于
� 任�

，

所以 �共必
�

取 �一�一�尹必
，

则 ������一�井�
，

且 ������簇 �川
一 �� �

，

���一 ���一 ��� ���一占���
，

故

����� ��一�一 ����一���� ����一古����一 ����一 �川 �一 ��卜占���
�

证毕
�

特别地
，

由于 �����
，

我们有

����� �一 占���
�

现设 ����为图 � 的点独立数
，

我们有

定理 � 若 � 为
，
阶连通图

，

则

����� �����一 �
·

证明 设 �为 � 的一个最大独立集
，
则 ��� �����

，
����一�一�

，

�������
，一����

，

从

而 ����� ���一 �������
����一 �� 一 �����������一 �

�

证毕
�

另外显然有
�

对任意
�
阶连通图 �

，
一 ��一��成�����

�一��

� 相对结合数与 �������� 连通性

由相对结合数的定义可知
，

当 ����越小时
，

图 � 越可能是 �������� 连通的
�

下面根据

已有的关于图的 �������� 连通性的结论
，

得到相对结合数与 �������� 连通的关系
�

以下两

引理可参阅文献【��
�

引理 � 设 ����
、

����分别为 � 的连通度和 点独立数
，

如果 � ��������
，

则 � 是

�������� 连通的
�

引理 � 设 � 是
�
阶连通图�

，
妻��

，

且 古�����
�� ����

，

则 � 是 �������� 连通的
�

定理 � 设 � 是
，
阶连通图

，
����为 � 的连通度

，

且 ����������一 ， ，

则 � 是 �����
�

���
连通的

·

证明 由定理 �我们有
����镇�

���������
，

则由条件得
����镇�

，���������� �
。 ������一 ���������

，

即
���������

，

故由引理 �

得
，
� 是 �������� 连通的

�

证毕
�

定理 �的条件是严格的
，

这只要考虑图 �
。 二�一个非 �������� 连通图�即可

�

利用引理 �和定理 �易证得

定理 � 若 ����毛 一 �
�一 ����

，

则 � 是 �������� 连通的
�
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� 联图的相对结合数

定理 � 设 �
，
和 �

�

分别是
� �
和

，�

阶的非平凡的连通图
，
则其联图的相对结合数

���
�
� ��

�� ��� ����
�
�一 ，�，

���
�
�一 二�

�
�

证明 分三种情况讨论

��� 当 �
� ，
��

都是完全图时
，

结论显然成立
�

��� 当 �
， ，
��

都不是完全图时
，

设 �
，
是 �

�

的相对结合数集
，

由 �
�
��

�

的构造
，

��
�，气

��
主
�� ���

�����
，
��

�
�

，

则

���
，
�� ��

，
�一 ��

��

��
�

��� ���
，
�一 ��

。 ，十 。 �
��

‘ ，
��� ��

�‘ �，
�

簇���
，
��

��� � �，

即 召��，
��

�
�����

�
�一 ���

同理可证 石��
�
��

�
�����

�
�一�，，

故

���
�
��

����
�� ����

�
�一 �� ，

�����一 � �
�

�

另一方面
，

设 �是 ��
十�

�

的相对结合数集
，

则 �必包含于 ���
，
�或 �����

，

否则必然导致

�
��十 。 ����一���

，
��

�
�

·

不妨设 �仁���
��

，

同样有 ��
。 ，� 。 �����一 ����

�
��� ��

。 ，
����

，

则

���
，
��

�
�� ���一 ��

。 ，� 。 �����

� ����一 ��
。 ，
����一 ����

���

成���
，
�一 ��

《 �������
�
�一 � �，

���
�
�一 �，

�
�

因此 ���
�
十�

�
����� ����

�
�一 ��，

���
��一 ��

�
�

��� 当 �，，
��

中仅有一个是完全图时
，
不妨设 ��

是完全图
，

与���同理可得 ���
，
��

�
��

���
��一 ��，

又 �����一 ��》 一 �� ，一 ��一 ��� 一 ��
�一 ��一 。 �

����
�
�一 ��，

因此

刀�‘ �
��

�
�一��� �刀�‘ ，

�一 。 � ，
刀��

�
�一，，

�
�

证毕
�

� 相对结合数与图的结构

注意到 ���
�

�� 一 ��一 ��
，
���

，一 ，��一
�

，
现在我们有

定理 � 设 � 是
，�
阶连通图

，

则 ����� 一 �。 一 �������当且仅当 ���
。 ������ 。 一 �

当且仅当 �一�
，
一

�
�

证明 当 ����� 一 ��一��时
，

由 �����一
，
簇一��一��

，

则 ������
，

故 � 为完全图
�

当 ����� �一 �时
，

设 �为 � 的相对结合数集
，

且 ��� ��，

则由����� ��� 一 ������ �
�

一�
，

有 ������一�一 ���
�

由于 � 为连通图
，

则 ����护必
，

从而 �一 。 ����
，

即 ��
�一 �

，
显然

�共
� ，

只有 �� �一 �
，

那么 ，��一 �一 �
，

������� �
�

设 ����� ��
。
�则 ���

。
��，一 �

，
且除 � 。

外的

其余
� 一 �个点互不相邻

，

故 �一凡一
卜 证毕

�

定理 � 对任意
�
阶连通图 �

，
����护

�一��

证明 若存在图 ��
，
���� �� �一�

�

设 �为 夕 的相对结合数集
，

且 ��� � �，

则 ������一 �

一 ���
，

由于 �
‘
为连通图

，

则 ��������
，

那么 ��
。 一么
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当 ��
，�
一 �时

，

���� ��� �
，

则 � 中的
� 一 �个点相互独立

，

且都必与 ��� �中的点相邻
�

由� 的连通性
，

除此外的另一点必与 ��� �中的点相邻
，

故 � 为 �
�

，

一 ，�

但 ���
，，

一
�
�� � 一 ��

。 一 �
，

矛盾
·

当 �一 � 一 �时
，

��������
，

显然矛盾
�

证毕
�

但从下面定理看到
，

使 ����一 � 一 �的图是存在的
�

定理 � 设图 � 为由星 �
，，

十 ，
�����添加一条边或由 �

�二 ‘ 一 ，
的某一端点上添加 �条悬

挂边所得的图
，

则 ����� � 一 ��

关于最小度与相对结合数的关系已有定理 �
，

这里我们考虑几个特殊的最小度与相对结

合数的情形
�

定理 � 设 � 是
�
阶连通图�

�
���

，

且 占���� � 一 �
，

则 ����� 一 ��一 ���若 ����� 一 ��

一 ��
，

则 ����� �一 �或
� 一 �

·

证明 设 � 为 � 的相对结合数集
，

由于 创���
� 一 �

，

则 � 中任一点至多与一个点不相

邻
，

又注意到 �半必
，
����井�

，

则 �镇 ���镇��

��� 当 ���� �时
，

由于 �������
� 一 �

，

则

����� ���一 ������簇�一 �
� 一 ��� 一 �� 一 ���

��� 当 ���� �时
，

由于 �������
� 一 �

，

则

����� ���一 ������簇�一 �
� 一��� 一 �

� 一 ��
，

故有 ����镇一 �
� 一 ��

�

而当 �取两不相邻点时
，
显然上式等号成立

，

因此 ����� 一 ��一 ��
·

现设 刀���� 一 ��一��
，

由于 ������一占���
，

则 古�����一�����
�一 �

·

而当 叔���，一�时
，
� 为完全图

，

故只有 叔���
二一 �或

， 一 �
�

证毕
�

由 ���一
�
�兀

��� 一 ��一 ��和 ����
一 �
���

�

��
，
��� 一 �，一 ��知

，

上述结果均可达
�

定理 �� 设 �是
�
阶连通图�

�
妻��

，

且 古���� �一�
，

则 ����� 一 �一
��或一 �

�一��
�

证明 设 ����一 �一�
，

取 �一 ���
，

则 ��������一�
，
故 ����� ���一 ������� 一 �

� 一

���

又设 �为 � 的一个相对结合数集
，
注意到 创���

� 一 �
，

若 ��� ��
，

则必有 ����一�
，

从

而只有 ���簇�
，

且 �������
� 一 �

，

故

����� ���一 ������镇�一 �
�一 ��� 一 ��一��

�

从而 一 ��一 ��镇����镇 一 �
�一 ��

�

由定理 �及 ���一
�

十兀
�
�二 一 ��一 ��

，

所以
，
����� 一 ��一��和 一 �

。 一��均可达到
�

下面证明 当 占���一 � 一 �时
，
����尹 一 �

� 一 ��
�

事实上
，

若 ����� 一 �� 一 ��
，

由 ����

� �����一 � ，

则
����镇�

�

当
����� �时

，
� 为完全图

，

矛盾 �当
����� �时

，

设 � 为 � 的相对

结合数集
，

则 ���簇�
，

�������
� 一 �

，

故

����� ���一 ������钱�一 �
� 一 ��� 一 �� 一 ��

，

予盾
，

因此
，
����并 一 、 �‘ 一 ��

�

证毕
�
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� 注 记

文献��〕讨论了连通图的断裂度 ����
，

其中

����� ��� �。 �� 一 ��一 ����
�

�〔 ����

式中 ����表示 � 的所有点断集的集合
， 。 ��一��表示 �一�的连通分支数

�

注意到
，
对一些特殊图类有 ����镇����

�

更一般地
，

若 �是 � 的一个相对结合数集
，
且 �

��
�

��
�，

其中必笋�
�

磷����
，
�
�

�����
，

则显然 �
�

为一独立集
，

且 ����一������一�
�

为

� 的点断集
，。 ��一 �����一�

�
��� ��

，
�

，

从而

����� ���一 ������

� ��
� 】� ���

�一 ������一�
�

�� ��
� 】�

成 。 ��一 �����一�
���一 �����一�

�

�

簇����
，

即在一定条件下有 ����镇����
�

那么对一般情况是否也有上面不等式成立呢�如果这个猜测成立
，

我们可得到 ����的一

个上界
，

即

����镇����镇
����一����

�
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