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关于和谐图的几个结果

徐 保 根

�墓拙课部�

摘 要

关键词

分类号

从考虑与完全图有关的几类图的和谐性
，

得到 了几个新的结果
，

并部分地 回 答

了文献 〔�� 中几个未解决的问题
�

完全图
� 和谐图 � 和谐标号

����
�

�

� 己� 生
�

，夕 � � ‘二�

本文所指的图均为无向单图
�

����和 ����分别表示图�的顶点集和边集
�

� 个图�的并

记为 �� �� 个完全图 �
�

具有一个公共 �
�

�� �
，��的图记为 ����

，� ，
��

�

特别地
，

当
� � �时

，

��，�
，
�

，
��又记为 �二

一 ’
�参见文献〔�〕�

�

若 �，
和 ��

是两个无公共点的图
，

则其联图记为 �
�

十 �� ，

定义为匡

���
，
� ���� ���，�� �����

，

���
，
� ���� ���

�
�� ���

�
�� 丈却 �� 〔 ���

，
�

，
� 任 ������

，

其它未说明的符号
、

术语同文献【��
�

定义比 对于一个幼
，

妇 一 图 �
，

若存在一个映射 �
������ ��

，
�

，
�

，… ，

引
�

使得满足

�����
��共 ����

，� 笋 � 任 ����
，

������
� �� ��

������，��
�� 任 ������ ��

�

�
，
�

，… ，， 一 ��
�

其中 ����取非负最小剩余
，

则称图�为和谐图
，

称�为 �的和谐标号
�

若 �为一棵树时
，

允许

有某两个点有相同的标号
�

和谐图同优美图一样
�

在编码
、

循环设计和通讯网络等组 合理论中有广泛的应用
，

但由于

在其研究中缺乏系统有力的工具
，

至今只限于对某些特殊图类探讨其和谐性
�

文献��� 综述了

近年来的某些结果
，

并引出了一些未解决的问题
�

本文主要对其中与完全图有关的若干图类探

讨其和谐性
�

收稿 日期
�

����
一

��
一

��
�

徐保根
，

男
，
����年生

，

讲师
�



华 本 文 通 大 学 学 报 ����年

� 主要结果的叙述

引理 ��，二� 当 ，
为奇数或

二 � �
，
�二

�，
不是和谐图

�

定理 � 若 �岁是和谐图
，

则
。
可表示为两整数的平方和

�

推论 �
�

� 若
， “ ������� 或者

。 二 ����� ��
，

则 �岁 不是和谐图
�

推论 �
�

� 若素数 � 二 ����� ��
，

整数 �� �
，二 � �’ ·

�
，

则积
幻 不是和谐图

�

定理 � 对任意整数 ， 》 �
，

则 ���
，
�

，
二�和 ���

，
�

，，�均为和谐图
�

推论 �
�

� 若 �一 表示 ， 阶星图�二 》 ��
，

则 �� � �
�

和 �� � �
�
均为和谐图

�

定理 �及其推论 �� �回答了文献【�〕 中列出的若干间题
�

文狱臼〕中�参见文献〔�〕�证明了 �

当且仅当
， 《 �时

，
�

�

为和谐图
�

但对于 二个完全图的

并组 ��� 的和谐性
，

目前尚无其他的结果
�

定理� 设整数二� �
，，
� �

，

且满足下列条件之一
�
����二 ����� ��且

� “ ��������

���� 二 �������且
。
二 �������

，

则 ，�
�

不是和谐图
�

定理 � 当且仅当 ， 为正奇数时
，
二�

�

为和谐图
�

对于 ， 个 ， 一 圈的并图 二�
。 ，

我们有
�

定理 � 若整数 二 》 �
， ” 》 �

，

且 二 。
二 ����� ��

，

则 ��
�

不是和谐图
�

� 结论的证明

���定理 �的证明

暇设 �岁是和谐图
，

�为其和谐标号
�

�盖犷中的两个 �� 阶完全图记为 ��

和 ��
��

，
犷

。��望

兀加�
，

由 孟盆
，
的定义知�

�

和 ��
有唯一公共点

�

役数集 �
‘
� 笼����卜 � ���

‘
�� 中有

， ‘
个奇数

，

自然有 �， 一 ， ‘
个偶数�� � �

，

��
�

对于 泥韶
�

中的一边
� � “ 。 ，

若 ���� � 了��� 是奇数
，

则称
�
为奇边

，

否则为偶边
�

因 叮 � ��《�罗�� � �袱加 一 ��为偶数
，

根据和谐图的定义
，
�轰二

，
中共有 ��� 条奇边

�

又

���
��� ���

��� ���罗�
，
���

�
�� ���

�
�� 必

，

且不难看出 ��

中共有奇边数为
�，
��� 一

二 》 ，

几 中共有奇边数目为
，���， 一 ，��

�

因此有

” �
��” 一 月��� ” ���月 一 ，�

�� ���� ���� 一 ��
，

整理上式得�二 一
， �
�， � �二 一 二��� 一 二

�

证毕
�

��� 推论 �
�

�的证明

由初等数论的基本知识得知
�

当
�
三 ������� 或

，
三 ������� 时

，�
不能表为两整数的

乎方和
，

由定理 �
，

侧三
，
不是和谐图

�

证毕
�

《��雄论 �
�

�的证明

由于 。 � 奢尸�� 》 ��
，
� 二 ����� �� 为素数

�

当 �� 。 时
，

由引理 �得知 �二
�，
不是和谐图

�

当 �� �或 �时
，

由推论 �
�

�得知 �尸 不是和谐图
�

下设 �� �
，

记 。 � � �
�� � �

‘ 一 ， ·

��

用反证法 若
，�

可表示两整数的平方和
，

即不定方程 扩 � 少 � �’ 一 ’ ·

尸 有整解��
，

刃
�
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设��
，
��� �

，� � ��
。 ，
� � ��

。 ，
��

。 ，
�。
�一 �

，

故有 少 �端 � 式�一 �’ 一 ‘ ·

尸
�

由于 尸 为素

数
，

从而有 �� �’ ��� ��
，

即 端 � 片 二 �
‘ 一 ” 一 ’ ·

��

若 �一 �� 一 �� �或 �
，

则 �
‘ 一
卜

‘ ·

� 三 �������或 �
‘ 一 �’ 一 ’ ·

� 三 �������
�

由推论 �
�

�

的证明
，
矛盾

�

若 �一 �� 一 �》 �
，

则 �
‘ 一 ’ ‘ 一 ’ ·

� 三 。 ���� ��
�

此时必有 �。
和 �。

均为偶数
，

这与

��
。 ，�。

�� �矛盾
�

从而
， �
不能表为两整数的平方和

，

由定理 �
，

�二
�，
不是和谐图

�

证毕
�

���定理 �的证明

���由于 ���
，
�

，，�望 �
�
� 叉

。 ，

记 ���
��� 哎�

，，� ��
，
��兀

。
�� ��

，，��，… ，���
�

定义映

射 �如下
�

��
� ‘
�� �

，
��� �

，
��

��。 ，�� �� � �
�

�� � �
，

�
，
�

，…��

不难验证 �为图 ���
，
�

，
��的和谐标号

�

���由于 ���
，
�

，
��� �

�
� 天一 同样地

，

记 ���
�
�� �

� ，，��，� �

�
，
��兀

一
�一 ��

，，�� ，… ，

。
一 定义映射了如下

�

��
�，
�� �

，
��� �

，
�

，
��

厂�。 ，�� �� � �
�

�� � �
，
�

，
�

，…��

不难验证 �为 ���
，
�

，
��的和谐标号

�

因此 ���
，
�

，。 �和 ���
，
�

，
��均为和谐图

�

证毕
�

由定理 �得知
，

推论 �
�

�是显然的
�

���定理 �的证明

记 � � ��二 �， � �
，，�
� ��

用反证法 若 � 和
，
满足定理 �中两条件之一

，

且 � 为和谐图
�

设 �为其和谐标号
�

由和

谐图的定义知���
��� �����������

�� � ������ ��
，
�

，
�

，… ，
�一 ��

，

其中 � � �������

���� 一 ����
�

考虑上式两边数集内各元素之和得

�， 一 ��习 ��
��三 。 �。 一 �������� 、 �

，

一� ����

即存在整数 �和 �
，

使得

�” 一 ��� � ��� 一 ����� ��
�

将 � � ���
� 一 ����代入上式并消去�� 一 �� 得

� 一 �，���一 �� 〔���� 一 ����一 ����
，

���

�� 一 ��� � �� 〔���� 一 ����一 ����
�

���

由于 � 和
�
满足定理 �中两条件之一 即有

���若 �� 三 �������
，

且
�
三 ����� ��

，

则式�� �左端为整数
，

而右端不是整数
，

矛盾
�

���若 � 三 ����� ��
，

且
�
三 ����� ��

，

则式 ���左端整数
，

而右端不是整数
，

矛盾
，

至

此
，

定理 �证毕
�

���定理 �的证明

必要性
�

若存在偶数� 一 ��
，

使得图 � 一 ��
�

为和谐图
�

设�为其和谐标号
，

由于 ������

� ������ � �，�，

根据和谐标号 �的定义可知
� 〔���� 卜 任 ����� � ��

，
�

，… ，
���

，

再 由于

���
��� ������

���
，���

�� 任 ������ 弋。
，
�

，
�

，… ，
�，� 一 ��

，

考虑上述两边集合内各元素之

和
，

可得
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艺 ‘���� �
，‘�

，

即 �，���
，�
� 一�三 �，���，� 一 �������，��

�

这显然矛盾
�

必要性证毕
�

充分性
�

由于 � 为奇数
，

设 二 � �� � �
，
� � ��

�，

在图 � 中
，

记第 �个 �
�

的顶点集为 �
“ � ，

�
‘ ，
�

�

���� �
，
�

， …� �由于 ，������ ������一 �� 一 �，�� �
�

定义映射�如下
�

��
� ‘
�� ��

一 �
，

���
�

�� ��一 �
，

���
，

�� ��
�

��� �
，
�

，… ，
�，�� ��

�

可见

���
� �� ��

。 ��
�� 任 ������ ���一 �

，
��一 �

，
��一 ���� �

，
�

， ·

… �，�
� ��

，

不难验证
，

这

�，�
十 �个数模��，，� �� 两两不同余

�

而 ������ � �’ �� �
，

故可得知映射�是图�的和谐标号
，

即 ， 为奇数时
，
��

�

为和谐图
�

定理 �证毕
�

���定理 �的证明

令 � 一 ，��
。 ，

显然 ������� ������� �，，�

设 � 为和谐图
，

�为其和谐标号
�

类似于定理 �必要性的证明
�

不难得出

�二 ‘ 三 二
‘����

，�，，�
，

即
，��，，�，，�

，�
十 ��三

，� ，，�，，�，， 一 �������� ，� ，，�
�

从而存在整数 �
�

使得
�

�，‘ ，，�，� ，�
十 ��� � ，，��

，， 一 �����

即
，� ，�

� �一 �，，‘ ，， 一 ����一 �
�

这与定理条件
，�‘ ，，

脚 ，，�
，

三 ������� 和 � 为妙数矛盾
�

定理 �证毕
�
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��一 ������

��������

��������
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，
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