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近似列紧空间与近似序列紧空间
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摘 要

关键词

分类号

引进 了近似列紧空间与近似序列紧空间的概念
，
并对可数近似紧空问

，
近似列

紧空间
，

近似序列紧空间建立 了关系
�

近似列紧� 近似序列紧

����
�

�

设 ��
，
��表示一个拓扑空间

�

� � 任 �
，
�����表示含 � 的所有正则开集组成的集簇

，

����表示点 � 的开邻域系
�

�� � �
，

万表示 � 的闭包
，
�“
表示 � 的内核

�

定义 � 设 � 仁 �
，

称点 � 为 � 的近似聚点
，

若 �� 任 �����
，

都有 � 门 �� 一 咬���护

必
，
� 的所有近似聚点组成的集

，

称为 � 的近似导集
，

记为 ����

显然
，

如果 � 是 � 的聚点
，

则 � 亦是 � 的近似聚点�即 �� 仁 ����
，

但反之不一定成立
�

例 � 令 � 一 《��，��，��

�
，
�一 �必

，

��
�

�
，
��

，

则��
，
��是一个拓扑空间

�

令� � ��
�，���

�

含 ��

的开集有咬�
�

�及 �
，

而含 ��

的正则开集只有 �
，

故 ��

不是 � 的聚点
，

但是 � 的近似聚点
�

定理 � 对于拓扑空间 � 的任意子集 �
，
� 有

������必�� 必 �

���若 � 仁 �
，

则 ��� � ��� �

������� � ��� ��� � �
�� �

����������� � ����
�

证 ���及���是显然的
，

仅证 ���及���
�

���由于 �
，
� � � � �

，

由���有 ��� ��
�� � ���� � ��

�

反之
，
� � 百 ��� ��

��
，

则 � 百 ��� 且 � 百 ���
，

于是分别存在 �
，
� � �����

，

使 � 门 �� � ����一 必
，
� 门 �� �

����� 曰
�

令 � � � 门 �
，

则 � 任 ������见文献 〔�〕 ，
����

�

显然 � 门 �� � � � 《����

必
，

因而
，� 百 ���� � ��即 ���� � ��仁 ��� � ���

�

���成立
�

���若 � 石 � � ���
，

则 � 百 � 且 � 百 ���
�

于是存在 � 任 �����
，

使 � � �� � ����

� 必
�

由于 � 百 �
，

故有 � 门� 一 必
�

因而 � 中每一点都不是 � 的近似聚点
，

即 � ��
�� �

必
，
而 � 任 �

，

故 � 百 �������
，

因此 ���成立
�
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近似列紧空问与近似序列紧空问

定义 � 设 � 仁 �
，

称 � 为近似闭集
�

若 � 包含 � 的所有近似聚点
�

近似闭集的余集称为

近似开集
�

定理 � 设 � � �
，

则 � 为近似闭集 衬 一 � 为 � 中一簇正则开集之并
�

证 设 � 为近似闭集
�

�� �� � 即 � 百 �
，

且有 � 百 ��八
，

因此
，

存在 �
二

� �����
，

使

�
二

� �� � ��� �� 必
�

由于 � 百 �
，

则 �
二

门 � � 必
�

因而 �
二

仁� �
�

从而 � � � � �认
��

〔 � ��
�

即 � ��近似开集�为一簇正则开集之并
�

反之
，

若 � � 为 � 中一簇正则开集之并
�

因而 � � 任� �
，

存在 �
二

任 �����
，

使 � 任 �
二

��� �
，
故�

二

门� � 必
，

即有 �百�
��

，

从而 � 任� ���
，

亦就是 � ��� ���
，
因而 �����

�

故 � 为近似闭集
�

定义 � 设 � 仁 �
，

称 � ����� 为 � 的近似闭包
，

记为 ��
�

��

显然 ��
。
� � 万

，

但反之不一定成立�见本文例 ��
�

显然 � � �
�

�骨�� 任 �����
，

有 � 门 � 护 必
�

定理 � 设 � 〔 �
，
� 为近似闭集 目� 一 ��

�

�

证 � 为近似闭集 骨� � ����骨� 一 � �����骨� 一 �����

定理 � 设 � 为拓扑空间
�

�
，
� 为 � 中的任意子集

，
则有

�����
。

�必�� 必

���� � ��
�

�

�����
。
�� ���� 。�

�

� � 。�
�

�

�����
。

���
�

��� ��
�

�

由定理 �及定义 �直接推出
�

定理 � 设 � � �
，

���� 为所有包含 � 的正则闭集之交
�

证 令 ����� 门 ��
��� � 且 � 是正则闭集�

�

现证 ����� ����
�

若 � 百 ����
，

至少

存在一个正则闭集 �
二 〕 �

，

使 � 百凡
�

令 �
二

�一 �
二 ，

则 �
二

任 �����
�

由于 �
二

� �
，

故 �
二

�

� � 必
�

因而 �百��
�

�
�

反之
，
� �百 ��

�

�
，

则存在 �
，
任 �����

，

使 �
，
�� 一 必

�

令 �
，
���

， ，

则 �
，
� � 且 � 百凡

�

从而 � 百 ����
�

故 ����� �����

例 � 设��
，
��如例 �

�

令 � � ��
� ，��

�
�

则 � 一 万
，

但 ��
�

� � � 孕 万
�

定义 � 称 � 为可数近似紧空间
，

如果对 � 的每一个可数的正则开复盖都存在有限的子

复盖
�

定理 � � 为可数近似紧空间 片 对 � 中每一个具有有限交性质的可数正则闭集簇
，

其交

非空
�

证 � 是可数近似紧空间片 对 � 的每一个可数的正则开复盖都存在有限的子复盖 片 如

果 � 的某一可数正则开集簇的任何有限子簇都不能复盖 �
，

则这一可数正则开集簇也不能复

盖 �
�

由�������
�
对偶原理

，

这又等价于
�

具有有限交性质的可数正则闭集簇
，

其交非空
�

定义 � 称 � 是近似列紧空间
，
如果 � 中每一无限子集都有近似聚点

�

显然列紧 。 近似列紧
�

定理 � 近似紧空间是近似列紧空间
�

证 设 � 为近似紧空间
，
� 为 � 中任一无限子集

，

下证 � 有近似聚点
�

否则
，

若 � 没有近似聚点
，

则 � 为近似闭集
，

由定理 �知 一 � 一 � ��
‘ ��任 � 且 �

，

是正则
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开的�
�

� � 任 �
，

由于 � 石 �
�

�
，

故存在 �
，
任 �����

，

使 �
二

� �� � ����� 必
，

因而 �
，

� 八

一 丈��
，

显然集簇 弋�
， �� 任 ��� ��

， ��任 � 且 �
，

是正则开的�为 � 的正则开复盖
�

由于 � 是

近似紧空间
，

因而存在有限的子覆盖
，

不妨设为 ��
�， ，
�

�� ，

一�
��

�� �认
， ，

认
� ，

一从
。

��显然

��
， 、 ，
�

� � ，

一�
才�

�覆盖 �
，

从而 � � ��
才，

��
了�

� … ��
��

��� 一 ��
�，

� ��� ��
��

���

� … � ��
，

� ��一 ��
， ，
��

一
，
�

�

�
�

即 � 为有限集
，

与前设矛盾
�

定理得证
�

拓扑空间� 叫��’ 型的
一

�，�或称弱 �尸�
，

是指对 � 中每一点 � 以及异于 � 的每一点 �
，�有

不包含 � 的正则开邻域
�

引理 � 设 � 任 �厂
，
� � �

，

则 � 任 ����拼�� 任 �����
，

都有 � � �� 一 ����为无限

集
�

证 充分性是显然的
，

下证必要性
，

设 � 任 �
�

�
，

故 �� 任 �����
，

都有 � 门 �� � ����

共 必
�

因而存在 � 。 〔 � 门 �� � ����
，

由于 � 任 �厂
，

故存在 �� 〔 �����
，

使 �。
百 �

� �

令 � �

� � �
， �

则� 〔 �����
�

且 �
。

百�
�

由于 � � �� � ���� 半 必
，

故存在 �� 〔 � 门 �� � ����
，

显然 �。
共 �，，

易于用归纳法构造出一个两两互不相同的点序列 �。 ，�，，… ，

且每个 �
，

� � 门 ��

一 ����
，

故 � � �� � ����为无限集
�

推论 � 任 ��’ ，
� 为有限集

，

则
。 �

�

� 一 必
�

定理 � 每一 ��型的近似列紧空间都是可数近似紧空间
�

证 反证法
，

假定 � 不是可数近似紧空间
�

据定理 �
，

存在一个具有有限交性质的可数正

则闭集簇 � 一 ��
� �
�一 �

，
�

， … �
，

但 自 � 一 必

现令 ��
� �

， ，
��

一 � ，
自 �� � ·

… �
�

一 ��

自 �
�

自 … 门�
， ，… ，

� �任 �
，

显然 �
‘
并 必

，

且

每一 �
，

均是近似闭集�定理 ��
�

� �
‘

一 � � 一 必
，
尸

，

� 尸一
�

�

在每一 尸 内取一点 �
‘ �

考虑集合� 一 ��
� ��一 �

�

�
，… �

�

�若为有限集
，

则必有一点 � 〔 ��

满足条件
�

对于任意正整数 �
，

都存在
�
� �

，

使得 �

一
�

，

于是 � 一 �
二

任 �
�

仁 … 仁 � 、 �

即 �

之 尸 、
对任意正整数都成立

，

从而 二 任 自 � 一 自 �
�

这与假设矛盾
�

� 若为无限集
�

由于 � 是近似列紧空间
�

因而 � 有近似聚点
，

不妨设为 �
�

由引理
’
知

，
� �

一 �
�

�
� ·

… � 亦是 �
。

� ��
� ，
� 一 � �

… �的近似聚点
�

但 � 仁 �
� ，

故 � 任 ���
�

仁 ��尸
�

� �
。

�由定

理 �及 � 是近似闭集�
，

即 � 任 尸
�

对每一 �都成立
�

因而 ��
，

� � � 井 必
，

这亦与假设矛盾
�

故定理成立
�

定义 � � 中序列��
�

�说是近似收敛的
�

若存在 � 任 �
�

�� 任 �����
，

都存在� 任 �
，

使
，，
� �时

，

有 �
，

任 �
�

� 称为序列 ��
�

�的近似极限点

�
。

，

这时亦称��
，

�近似收敛于 � ，

记为��
，

�

一

称 � 为近似序列紧空问
，

如果 � 中每一个序列都有近似收敛的子序列
�

显然 �二
�

�� �斗 ��
‘

�

一
�

，

因而序列紧空间是近似序列紧空间
�

定理 � 在 ����
��

�
空问中近似收敛的序列只有一个近似极限点

�

证 利用 ������� 空�评隆质
�“
� 二 护 � ，

都存在开集 口
、

�
�

使 � 任 �
，� 任 � 且 百 �丽 �

必
” �

易证该定理成立
�

引理 � 设 � 为拓扑空间
�

如果 � 一 ��� 中有序列近似收敛于 � ，

则 � 任 。����

证 设在 � � ��� 中有序列 ��
�

�

一
�’ ，

则 �� 任 �����
，

都有 �
，�

任 �
，

因此 � ��� 一
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����铸 必
，

故 � 任 ���
�

定理 �� 每一近似序列紧空间都是可数近似紧空间
�

证 反证法
，

设 �是近似序列紧空间
，

但 �不是可数近似紧空间
，

因而存在� 中具有有限

交性质的可数正则闭集簇弋�
� ��� �

，
�

，… �，

但 门 �
�

一 必
�

现令 尸
�

� 门 哎�
， ��一 �

，
�

，… ，
��

，

� �一 �
�

�
， ·

… 则 �
�

共 必
，
�

�

。 只一 ，
且 �

。

是近似闭集
�

在每一 只 中取一点 �一则序列��
‘ 》 有近似收敛的子序列 �� 、 �

�
·

不妨设��
、 ，

�兀净 �� 由于 � �一

�
，
�

，… ，
�孙

‘ ·
�气� ， ， ·

，’� 任 � 、 ， ，

由引理 �知 � 〔 ���
， �

仁 � 、 ，

仁 �二

因而 � 任 � �
，

一 � �
‘ ，

这与

� �
‘
一 必 矛盾

，

即 � 为可数近似紧空间
�

现介绍文献 〔�〕 中的几个有关术语
�

设��
，
��是一个拓扑空间

�

���设 �仁�
，

如果 � 中每个正则开集都能表成 � 中一些成员之并
，

然后我们称 �是空间

� 的几乎基
�

���设 �
二

表示点 � 的开邻域组成的某个集簇
，

如果 �� 〔 �����
，

都存在 � 任 �
二 ，

使 �

任 � �� �
，

则称 �
二

为点 � 的几乎局部基
�

文献 〔�〕 中注 �
�

�指出
，

如果 � 是 � 的几乎基
，

则 矛 � �万
“ �� 任 ��亦是 � 的几乎基

�

若

�
二

是点 � 的几乎局部基
，

则 双 一 �万
“ �
� 任 �

二

�亦是点 � 的几乎局部基
�

空间 � 说是几乎第二可数的
，

如果 � 有一个可数几乎基
�

空间 � 说是几乎第一可数的
，

如果 � � 〔 �
，

都存在点 � 〔 � 处的可数几乎局部基
�

几乎第二可数 。 几乎第一可数
�

引理 � 若点� ��处有可数的几乎局部基
，

则在点 �处有由正则开集组成的递缩可数几

乎局部基
�

证 显然在点 � 处有由正则开集组成的可数几乎局部基 � 一 ��
� ��一 �

，
�

，… �，
� �一 �

，

�
，… ，

令 �
‘
一 � ，

门 ��

门 一 �浅
�

又令 � 一 弋�
。 ��� �

，
�

，… �，

则 �是点 � 处的由正则开集组

成的可数几乎局部基且 �
�

〕 认
一 ， ，

�一 �
，

�，
·

…

定理 � 每一 �厂的满足几乎第一可数性公理的近似列紧空间都是近似序列紧空间
�

证 设��
‘
�为空间 � 中任一序列

，

若�� �的一切项组成的集是一个有限集
，

则��
，

�中至

少有一项出现无限多次
�

又若��
�

�的一切项组成一个无限集
�

依 � 是近似列紧空间
，

故 � 有一

个近似聚点 �。 ，

由引理 �
，

在这两种情况下
，

都存在 � 任 �
，

使得
�
�� 任 �����

，
� 中含有��

。

�

中的无限多项
�

由于 � 满足几乎第一可数性公理
，

据引理 �
，

存在点 � 处的由正则开集组成的递缩可数几

乎局部基��
‘
�

，
� �

，
� ��

、
任 �����

，

因而 � 门 �
�

中含�� �中的无限多项
，

且 � 门�
一 ，
仁

� 门�
二

令 ��为一下标数
，

使得 二
，
任 � ��一用归纳法确定下标数 ��及序列

，

扛
‘
�中一项 截

� ，

使 �法

〔 � ��
‘ �

而令 ��
一 ，
� �� 为任一下标数

，

使得 �
。

一
，
任 � 门�卜

】 �

于是得到 自然数的一个严格

递增数列 ��
‘
�及与之对应的一个序列 ��

，
�

，

其中对每个 � 任 �
，
�，
一 �

。 �
�

故 ��
�
�是序列��

�

�的

一个子序列
，

且饥 �

一
��

定理 �� 设 � 是满足几乎第二可数性公理的 ��’ 空间
，

则下面命题等价
�
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��� � 是近似紧空间

��� � 是可数近似紧空间

��� � 是近似列紧空间

��� � 是近似序列紧空间

证 由于 � 有由正则开集组成的可数基
，

则 ���衬���显然的
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最后顺便指出
，

如果 � 是正则的
，

则显然有
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近似列紧 骨 列紧
，
近似序列紧 骨 序列紧

�

参 考 文 献

������
�

����������������
�

��� �����
�� ������

，
����

王国俊
�

�一闭空间性质
�

数学学报
�

����
，
�� 、 �

�����

������� � �
�

��一����������� ����
�

����
�

����
�

��
�

�

����
，
����

，
�������

高印珠
�

几乎第二可数性空间
，

儿乎第一可数性空间和几乎可分空间
�

数学研究与评论
，
����

，
���

�

��

���

������������������������� ���

����������� �������������������

���� ������

��������

��������

�� ���� �����
， ��� �������� �一 ������ ������ ������� ������ ��� �����������

������ ������� ������ ��� ����������
�

���� ������������� ����� �������������

������� ������ ��� �����������
�

������ ������ �������� ����������� ������ �������


