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’
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摘 要

关键词

分类号

引入 了星色和与和谐色和的概念
�

并获得 了它们的上
、

下界
�

最后讨论 了困 亡��

的色和
，

尤其是和谐色和
�

图 � 着色� 色和

����
�

�

� 日�
�

色，
，� �

� � �二二

图的着色是图论研究的一个重要课题
，

而且着色的方式有多种
�

本文的着色均指点着色
，

且所有颜色都为正整数
�

符号 〔��表示不大于 � 的最大整数
，
���表示不小于 � 的最小整数

�

文

中未加定义的符号与术语均阅文献 〔�〕
�

设 � 一 ��
，
��是简单图

，

����
， ，

�� 】一 � ，
����� 《。 �，��，… ，��

�
�

定义 � 图 �的一个 �一 着色 � 是满足
�

����
�� � ��

，
�

，… ，
���

���� � ，。 任 ����
，

右
�� � ����

，

则 ����特 ��。 �的映射
�

文献 〔幻
、 〔�〕 讨论了此种着色意义下的色和

，

其定义为

定义 � 图 � 的色和习���为

习 “ ，一
��� ‘
买
�‘认 ” ��认，为图 ‘ 的点 �‘

在，色 �下的，色 ’
·

下面先介绍星着色与和谐着色的概念
，
再引入星色和与和谐色和的概念

�

定义 � 设 �和 �是正整数
，

且 �� ��
，

图�的��
，
��一 星着色�是满足下列条件的着色

�

����
�
�� �， ，

其中 ��
� ��

，
�

，… ，
���

���� �� 任 ����
，

���
��一 �����

，
� �

，

其中 ���
�
� 二�。 ���卜�一 ����

�

当然
，

��
，

��一 星着色即为普通的 �一 着色
�

定义 � 设 �是图 �的着色
，

如果 �中的每一对颜色用在相邻点上至多一次
，

则称�是�

收稿 日期
�” ��一

��
一

��
�
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，

男
，
����年生

，
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�
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的和谐着色
�

使 � 有和谐着色的最小颜色数
，

称为和谐色数
�

定义 � 图 �的��
，
��一 星着色的星色和习�

����定义为

习“ · ‘� ’ 一 呼
。 ‘
系
�‘。 ” � 为 � 的 “ ，“ ’一 星着色�‘。 ，为在 � 下点 � 的着色，

·

定义 � 图 � 的和谐色和习����定义为

艺� ‘� ’ 一 卿
· ‘
系

� ‘刀 ” � 为 ‘ 的和 ‘“ 着色
·

�‘。 ’ 为在 �下点 二 的着色 ’
·

关于普通的色和文献 〔�〕 得到如下结果

定理
一

�，
对任意

�
条边的

�
阶图

�

色和

艺���镇
， � 。 �

我们在此对其作点稍微的改进
�

设 �为�的最小度
，
�为�的平均度

，

则刁一 ���
，�
� 占

，，，
镇

����
，

由上述定理得

习 ���蕊
，， � �

镇 ���“ � ��。 簇 ����� ��
�

�

当 占� �时
，

这个上界比文献 〔�〕 中定理 �的上界更强
�

下面我们着重讨论星色和与和谐色和
�

� 图的星色和的上
、

下界

定理 ， 任意图 “ 一 ��
·

��的 “
�

��一
星色和 二�

，�‘沁 蕊
�� 一 击

证明 设 � 是 � 的��
，

��一 星着色
�

考虑 � 的点的一个顺序
�。 二 �，� � ·

… �
。 ，

使得 ��。
�
�毛

���，��簇 … 镇 ���
�

�
�

点 �
�

的下度 �
，

定义为下标小于 �且与
�

�

邻接的点数
，

同时点
二
的上度 鱿

定义 为下标大于 �且与
。 �

邻接的点数
，

那么 �
�

垒 ���
�

�一 �
�

十 “ ，�

山于每条边在 下度�或
�

卜度 �

中恰 只计算一次
�

故
� � 全

�
‘
一

全
“ ，

一

粤乡
·

由于星色和的最小性
�

考虑用尽可能小的正整数给各点着色
�

如

���
�
�� �

�

�‘” �，一

�
��” ��一

�

�
，

当
� ， ，�� 任 � 时

，

� � �
，

当
� ��� 任 � 时

，

�
�

当
� ��� ���� �

任 � 或
� ���

在 �
，�，��昌

任 � 时
，

� 十 �
�

当 ���� 〔 �
�

���� 在 � 时
�

�� � �
，

如此下去
，

对任意点 认 的着色 ���
‘

�� 了
���巧

� 。 〔 � 时
，

�

由于 �
�

只有 �
�

个下度邻接点
�

总存在不超过 乙� � �的颜

当动

色
�

将它着在 �
�

上而保持星着色
�

所以 ��� �蕊 �对 � �
�

故二�
�
���蕊 乙��。

�

�镇 二��，�十

��一 � 十 ��
�

显然当 � 一 �
。

或 兀
�

时
�

达到此界
�

定理 � 若 � 是
已
条边的连通图

，

则

乙������ �了互飞刁不丽于�
�
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在证明定理 �之前
，

注意到
�

图 � 是偶图当且仅当 � 是 �一 可着色
�

对应我们有

引理 � 图 � 是偶图当且仅当 � 是���
�

��一 可星着色
�

定理 �的证明 先证在所有图中
，

偶图是星色和最小的图
�

设 � 是使星色和最小的图
，
�

是一个使 �达到星色和且使 �有尽可能多的点着色 �的��
，
��一 星着色

�

用
。 ‘
表示着色�的点

数
�

若存在点 � 着色 ��� ���� ��
，

现构造图 公 与�
” �

其中公 是从 � 中删掉点 �
�

并补充上

两个点 �
，
�

�

使 �
、
�分别着色 �与 ��� �一 �

�

并在保持星着色情况下
，

使 �
、
�邻接尽可能多的

点
�

这样
�

最多删掉了
� 一 幻

一 ，一 ， 一 幻
一 ，一 � 一

· ·

一
“ ��一 ， �

条边
，

而至少增加了
” 一 � � 一 “ �

一

· · ·

一 “ � 一 �和
， 一 ��

一 ，
一

· ·

一
“ ��一 ， �

条边
�

所以 � 比 � 至少多�
” 一 “ ，

一 “ � 一
· ·

一
�� 一

幻
一 ，
一 ��十 ���一 ， �

条边
�

由于
” 一 艺

“ �

�
“ �
� “ �

� … 十 �，
十 “ ，一 ，

� “ ��一 ，
�

。 ，
� “ �，� … � “ 才 十 、 一 ，

� �
�

故 “ 比 � 至少多 ��
�一 ，，

�

条边
�

在 。 的基础上
�

删掉一些边
，

得到 �
“ ，

使�’ ‘

也有
。
条边

�

此时有二�
�
���一 污�

���
‘
�

�

但

�
”

中着色 �的点比 � 多
�

这与 �是使 � 有尽可能多的点着色 �矛盾
，

所以不存在点着色 �� 二

��� � ��
�

故 � 是 ���
�

��一可星着色
�

即 � 是偶图
�

现设 召是一个有
尸

条边的偶图
�

撇然使 � 的星色和最小的肴色为善 �和� 一 �
�

记
“ � “ � �

� 一 “ 一 � �一 ，�

注意到
，

对任愈偶�划增加一些边构成完全棋诀��手不改变星色和
�

即

��
��召�一 艺�

� ‘�
。 二 。 ，

·

山于
产

蕊
� �，， 一 � �

，

且
�
� 〔号〕

�

贝，�

习�
�
���一 二�

� ‘�
。 二 “

�一
， ， ， � 、 ， 、

� �� 十 ��尸
� ，� 气“ 州卜 � 少 、 ，� 一 � 少

护
� �

钾 ——一“

设 ��
� �一 � 占 ��� ��尸�

� �

则当
� 一 丫�� � ��� 时

，
�����

� �� 了���� ��产
�

故习������

丫��� � ����
�

综上所述
�

对任意连通图 �
�

习�
����� 艺�

����� �石又万干飞万落

� 和谐色和的上
、

下界

如果
尸

条边的图 � 有和谐色数 �
，

那么
，

由于每条边设计不同的颜色对 �色对 �
，

则

引理 � 设 �为图 � 的和谐色数
，

则 � 的边数
尸
簇 儿��� 一 �����

另外显然有

引理 � 设 � 是 � 的生成子图
，

则二����� 艺��口 �
�

引理 � 设 � 是
，
阶完全偶图

�

则二� ���一
” �” 十 �����

定理 “ 设 “ 是 � 的最大度
�

则污� ���� �‘ � ���。 � ����
�

下面定理我们得到图的和谐色和的一个下界和一个平凡的上界
�

定理 � 对任意
。
条边的

，，
阶图 �

，，
�

尸
蕊 污����毛

，，�，， � ����
·
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证明

在 �下
，

色 �

上界是显然的
，

设 �是使 �达到和谐色和的和谐着色
，
��

的色类数
，
而 �是 �的和谐色数

�

显然 剐 � �
，
且习

，���

是 �的颜色数
，���’ �表示

� � ，

由于色和的最小性
，

必有 ����� �
�

那么

习�����
·
����� 习

����� 习��一 ����‘�
�

习间

�
二 � 名�、 一 ��� � � 习�‘ 一 ��

� 二 � ���一 ����》 � �
�

�

当 � � �
�

时
，

上
、

下界均可达
�

虽然定理 �的上界是平凡的
，

但由引理 �一 �知
，

当�包含某生成子图为完全偶图时
，

此界

恒达
�

所以考虑和谐色和常着重于边数较少的图
�

推论 � 若 △是 �的最大度
，

则

习����� 、���
丢
�·�

�

� 图
��

�

的色和

��
�

是
。
个 �

�

的并图
�

显然云���
�
�一 ��

，

习�‘
���

��一 �� � ���
�

但
��

�

的和谐色和则

较复杂
，

下面我们不加证明地翔 出它的和谐色数与和谐色和
�

定理 � 图
���

的和谐色数 � � ��� � 了�干不����
�

由引理 �得到任意
。
条边的图的和谐色数 �》 ��� � 万不

�

不����
，

定理 �说明图
��

�

恰

好达到这个下界
�

对任意色 �
、

�
，

我们称��
、

�� 为由 �
、

�构成的色对
，
�� �为其色对和

�

引理 � 色对和不超过 � � �的所有色对的个数

���当 �为奇数时
，

有�扩 一 ����个 �

���当 � 为偶数时
，

有 扩�� 个
�

考虑如下给
亡天

�

着色
�

在不重复设计同样色对的情况下
，

使色对和尽可能小的色对设计在
��

�

的分支上
�

显然这样定能使
��

�

达到和谐色和
�

在如上着色后
，

若��
�

的最大色对和为 � � �
，

则由引理 �有

���当 � 为奇数时
，
�� 一 ��忿��� 。 � ��� 一 �����

���当 � 为偶数时
，
��� 一 �����

。
� �，

��
�

对于给定的
� ，

总可以由上述两式之一求出正整数 �
�

若 � 已求得
，

则

定理 �

���如果 � 是奇数
，

且�� 一 ��，���
�
� ��

， 一 ����
，� � ��， 一 ����一

� ，

则

习��
��

��� ��� � ����， 一 �����一
��� � ���

���如果 � 是偶数
，
且 ��� 一 ���� �

�
簇 ����

，� � ���� 一 � ，

则

习��
��

��� ���，
� �。 � ������一 ��‘ � ��

�
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圈的若色与色和 ��

本文得到周尚超教授的指导
，
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